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Einleitung. 


Nachdem Lie die Theorie der kontinuierlichen Gruppen 
entwickelt hatte, zeigte er, dals zu jeder solchen Gruppe Dif- 
ferentialinvarianten 1, %...J,, Jg... gehören, die sich sämt- 
lich aus einer begrenzten Anzahl — einem sogenannten vollen 
System von Differentialinvarianten — ZI, 1, ... I, I, Jay... J; 
ableiten lassen. 

Diese Theorie bildet zugleich die Grundlage zu der später 
von Lie veröffentlichten Theorie der Integralinvarianten *) in- 
sofern, als es nach Obigem ohne weiteres klar ist, dafs ein 
Integral der Form 


27, 
fein. ned gg )dl:::dl, 


ebenfalls bei der Gruppe invariant bleibt. Es fragt sich noch, 
ob hiermit alle Integralinvarianten gegeben sind. 

Lie veröffentlichte die betreffenden Arbeiten einmal, um 
den Zusammenhang darzulegen, in welchem verschiedene vor- 
her erschienene Untersuchungen der Herren Zorawsky, Cartan, 
Hurwitz, Königs, Poincare**) zu seinen älteren Arbeiten ***) 
ständen, andererseits aber, um zu zeigen, dafs die Frage, 
welcher Vorteil für die Integration einer Gleichung Xf = 0 
aus dem Bekanntsein invarianter Integrale gezogen werden 
könne, sich dem von ihm längst behandelten Problem unter- 
ordne, die Bahnkurven einer vorgelegten kontinuierlichen 
Gruppe zu finden. 


*) Vgl. Leipziger Berichte 1897, S. 342ff. Ebendaselbst S. 369 ff. 
**) Vgl, Zorawsky, Akademie zu Krakau, April 1893. — Cartan, 
Bulletin de la Societ€E math. Paris 1896..— Hurwitz, Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen, März 1897. — Königs, Comptes Rendus, 
Paris, 9. Dez. 1895. — Poincare, Acta math. 1890. 
*##) Norweg. Archiv, Bd. 2, 1877 und Theorie der Trfgr., Bd. I 
‚und II; Lie, Ges. d. Wiss. zu Christiania 1883. 
1* 


BEN 


Die vorliegende Arbeit stellt sich nun die Aufgabe, die 
von Lie in den genannten beiden Abhandlungen allgemein 
gefundenen Resultate auf einen speziellen Fall, den der Kurven 
im gewöhnlichen Raume, anzuwenden und hier zu erweitern, 
beziehentlich zu ergänzen, zugleich aber auch ein Seitenstück 
zu der eingehender von Lie behandelten Theorie invarianter 
Flächenintegrale im dreifach ausgedehnten Raum zu bieten. 

Daneben wird die Aufstellung sämtlicher Integralin- 
varianten der endlichen kontinuierlichen Gruppen von Punkt- 
transformationen der Ebene, sowie einer Reihe von Differen- 
tial- und Integralinvarianten der zehngliedrigen Gruppe aller 
conformen Transformationen des Raumes x, y, z erledigt. 
Endlich werden für die Verwertung invarianter Kurvenintegrale 
einige neue Resultate gewonnen. 


B 


Allgemeine Theorie der Invarianz von Kurvenintegralen bei 
infinitesimalen Transformationen des dreifach ausgedehnten 
Raumes. 


Wir betrachten im Folgenden Integrale von der Form 


(1) S om yay,d,y,g...ym, m)dz, 
worin wir uns y und z als Funktionen von x denken, derart, 
dafs die y), 2” die vollständigen Differentialquotienten von 
y und 2 nach x von u, respektive v'” Ordnung sein sollen. 
Dann stellt ein Ausdruck von der Form (1) ein Integral m‘* 
Ordnung dar, erstreckt längs irgend einer Kurve im dreifach 
ausgedehnten Raume der &, y, 2. 

Soll nun ein solches Integral bei einer infinitesimalen 
Transformation der Punkte dieses Raumes, dargestellt durch 
das allgemeine Symbol 


ar — 5, Y;2) - + n(@, 9, 2) 4 + &(&, y, 2) L, 


invariant bleiben, so mufls nach Lies allgemeiner Definition 
des Begriffes Integralinvariante die Gleichung bestehen*) 


X ([pdx) — [[X(p)da + PX(de)] — 0, 
d. h. die Variation unseres Integrales vermöge der Trans- 
formation Xf muls verschwinden. Hierzu ist aber nach den 
Regeln der Variationsrechnung notwendig und hinreichend, 
dafs die Gleichung 


X(p)de-+gp.X(de) = 0, 
oder, nach Vertauschung der Differentiation und Variation 
im letzten Glied links 
Xy)dae+yp.d=0 
*) Vgl. hierzu Leipziger Berichte 1897, 8. 342ff. 


Bee 
erfüllt sei. Führen wir schliefslich noch die vollständige 
Differentiation von & aus und bezeichnen wir mit &,, &,, &, die 


partiellen Differentialquotienten von & nach &, y, 2, so erhalten 
wir als Invarianzbedingung die folgende 


(3) X) + path +) 0. 

Zur Bildung von X(g@) hat man die gegebene Trans- 
formation Xf durch Hinzunahme der y), 2” zu erweitern. 
Nun sind diese Differentialguotienten definiert durch die Glei- 
chungen 

ayead — yYVde—=ß0, de?» — er!) de —=0. 
Setzen wir daher die Variationen dieser Gleichungen vermöge 
unseres Operators Xf gleich Null und bezeichnen wir all- 
gemein symbolisch mit 1%, &” die Inkremente, die Xf den 
Differentialguotienten y\), 2) respektive erteilt, so folgen aus 

X(dyud) — ywdz) —=0, Xlderd — ndx) = 0 
die Relationen 
dn—V bei nd 2, yde = 0, der) _- Od —2MdE —=0 


und hieraus ergiebt sich allgemein 


An» de 
» ern, Ne) > IE (u—1,2...m), 
Lg 
& —— 13  —ö% dx’ v—1,2...m). 


Bezeichnen wir daher jetzt mit X®9f symbolisch die bis 
zu den m“" Differentialquotienten von y und z nach & er- 
weiterte Form Xf, setzen wir also 


Be.) 2 12 as a Eat 21er Ze ZZ 
en en 


so können wir unsere bisherigen Ergebnisse zusammenfassen 
in dem folgenden 


Theorem I. Soll ein Kurvenintegral 
Jv@ u 237, 2,y",2” ...ym, 2m) de 


bei einer kontinuierlichen Gruppe, deren infinitesimale 
Transformation durch das Symbol 


Beh 
6 of of 
Kay) ten) ten 
dargestellt wird, invariant bleiben, so mu/[s die Glei- 


chung 
Xp) + y&E+ Ey + Er) —0 


bestehen. Hierin ist ee 


xml tn He HEHE + + 


) z ? 


won) und 8” durch die en 


dn—D de 
a Pa „de 
ee er (1,2 3.m) 


bestimmt sınd. — 

Bevor wir hier weitergehen, wollen wir an die oben ge- 
fundenen Resultate noch einige einfache Folgerungen knüpfen. 
Zunächst läfst sich die Gleichung 


X(pde) =0 


auch so deuten, dafs man sagen kann: Der Ausdruck pdx 
mu/[s eine Differentialinvarıante der Transformation Xf sein, 
damit das vorgelegte Integral (1) bei der letzteren invariant 
bleibe. Wir werden nachher für diese Sachlage einen noch 
präziseren Ausdruck finden. 

Weiter folgt nach unserem Theorem I unmittelbar der 


Satz 1. Ist ein Kurvenintegral 
/9 (x, y, 2, y, FR y", Pi et ym, 2) dx 
bei einer infinitesimalen Sa 
of 
Xf— Em, y,2) 5, + na 9% 22 Zu + a, y,2)2 ah 


wwariant, so gilt dasselbe auch von der gewöhnlichen Differen- 
tialgleichung 


ay dz Ray d’z a y u 


L, ern ee 
ol y de’ de’ da’ de: da” ’ da” 


RN 


und zwar besteht die Relation 


Zn) — (b+by+&r)g. 

Endlich fällt an unserer Bedingungsgleichung noch der 
folgende spezielle Fall leicht in die Augen, den wir deshalb 
der Einfachheit halber gleich hier mit erledigen wollen. Es 
ergiebt sich nämlich ohne weiteres 

Satz 2. Für jede infinitesimale Transformation 


DICH of of 
bei der &E= const ist, liefert jede Differentialinvariante von 
Kurven 
DE, 4,2, Ya Vz a) 
zugleich ein invariantes Kurvenintegral der Form 


J pda 
und umgekehrt. — 
Es liege nun allgemein eine rgliedrige kontinuierliche 
Gruppe vor, gegeben durch die infinitesimalen Transforma- 
tionen 


0 Ö ö 
$) Sf=hßy atmen) tan 
| KElar r 


Die Forderung, dafs ein Integral der Form (1) bei unserer 
Gruppe invariant bleibe, kommt dann darauf hinaus, dafs die 
Gröfse p die r Gleichungen 


(7) X (+9, + &,y + 2) — 0 
(ke, 22.07) 


erfülle.e Diese Gleichungen definieren einerseits bei vorge- 
legter Integralinvariante die Gruppe, welche dieselbe invariant 
läfst — wie überhaupt jedes Gebilde, wenn wir die Forderung 
seiner Invarianz bei den einer unendlichen Gruppe angehörigen 
Transformationen aufstellen, eine Gruppe von Transforma- 
tionen bestimmt —; andererseits liefern uns die Gleichungen 
(7) bei vorgelegter Gruppe die zugehörigen Kurvenintegral- 
invarianten. 

Die Bestimmung der letzteren führt zunächst auf die 
Frage, ob unsere obigen Gleichungen überhaupt gemeinsame 


Et Sy 


Lösungen besitzen. Die Frage deckt sich aber nach längst 
bekannten Prinzipien mit jener, ob die linearen partiellen 
und homogenen Differentialgleichungen 


m [4 ’ e 
9) WER Hat +N) 0 
El 2 
gemeinsame Lösungen besitzen, eine Untersuchung, die bereits 
von Lie in allgemeinster Weise erledigt ist*). Es gilt nämlich 
Satz 3. Bilden die r infinitesimalen Transformationen in 
den Veränderlichen x, Y, & 


Ö 0 7 
Kfehßyditnan) tw) 
(k=1,2...r) 
eine Gruppe, so erzeugen auch die infinitesimalen Transforma- 

tionen 


Yf=zxer 9, ty 4 &;f) T 
k=1l;2%.r) 


eine r gliedrige Gruppe und zwar in den Veränderlichen x, y, 
2,Yy,2...y9,2w,@. Diese ist gleich zusammengesetzt mit 
der Gruppe der Xf. 

Wir wollen für diesen unseren speziellen Fall einen ein- 
fachen Beweis des eben ausgesprochenen Satzes geben. Bilden 
wir nämlich den Klammerausdruck zweier beliebiger Yf, die 
wir schreiben wollen 


de, 5 
___ r(m) or 
(9) AP, rag 
a TR) 
(10) WE —pH 


so folgt nach bekannten Regeln 
Ki Kin had 
m rm 5% d5\\ Of 
- (er) 
wo 
KR) = ("= (X) Xi) +. 
Mm Mm m m 0 
er) 220”) 


*) Vgl. Leipziger Berichte. 1895. S. 307—308. 


EST 


ist. Wir haben also nur zu beweisen, dafs die Identität 


Pax (2 G)—- = (0% da 2) - Fi (9 7) 


besteht. Hierin wird aber mit Berücksichtigung von (9) 
und (10) 
ag, a 
Y;(9) (9) = , 


so dafs nur noch zu beweisen übrig bleibt 

d m Mm ds dE, 
ee re 
Nun ist nach (9) und (10) 


r (45 d5, (m) = m) (5 
Y 3) u = 2 e a d& 


 daX" (de) — dE,X” (de) daXf”) (dE,) — dE, X” (de) 
u Mer 2 


7 dx? dx? 


oder nach Vertauschung von Variation und Differentiation rechts 


d5, dE; 
ul 
.da.dX (&) — dE,dE, — a (&,) + d&,dE, 
SE dx? 


a RR). 


d. h. die Identität (11) ist in der That erfüllt. — 

Nachdem dies bewiesen ist, ist die Auffindung der In- 
tegralinvarianten von Kurven bei einer vorgelegten Gruppe 
(6) einfach darauf zurückgeführt, die Invarianten der aus der 
ursprünglichen Gruppe hervorgegangenen Gruppe der Yf zu 
bestimmen. Jede durch Lösung des vollständigen Systemes 
(8) gefundene Differentialinvariante, welche p enthält, liefert 
uns nach @ aufgelöst @ gleich einer Funktion 9 (#,Y,2,y',2'...) 
multipliziert mit einer Konstanten und mithin, da es bei der 
Integration auf die letztere nicht ankommt, eine Integral- 
invariante 


Je & 5952... )0% 


der vorgelegten Gruppe erstreckt längs Kurven. In dieser 
Weise findet man alle Integralinvarianten von Kürven bei der 


1 A 


Gruppe der Xf, und da eine endliche kontinuierliche Gruppe 
unendlich viele Differentialinvarianten von Kurven besitzt, so 
erkennt man, dafs sie auch unendlich viele Kurvenintegral- 
invarianten haben mu[s. Insbesondere kann m von einem 
gewissen Anfangswerte an, der von der Art der gerade vor- 
gelegten Gruppe abhängt, stets so gewählt werden, dafs In- 
tegralinvarianten m‘ Ordnung vorhanden sind. 

Ist dagegen die vorgelegte Gruppe unendlich, so verlangt 
die Beantwortung der Frage, ob sie Kurvenintegrale invariant 
läfst, in jedem Falle eine besondere Untersuchung. Wir werden 
in einem späteren Abschnitt ausführlicher dieses Problem 
erörtern. Allgemein, für endliche wie unendliche kontinuier- 
liche Gruppen, gilt jedoch das folgende von Lie bereits im 
allgemeinsten Fall bewiesene*) Theorem, das für die Auf- 
stellung aller invarianten Integrale einer Gruppe von grolser 
Bedeutung ist, und das wir daher hier für unseren speziellen 
Fall formulieren wollen, wie folgt: 

Theorem II. Liegt eine endliche oder unendliche 
kontinuierliche Gruppe in den Veränderlichen x, y, 2 
vor und ist 


Sea u a4, 28,4", 2... ym), m) de 
eine bekannte Integralinvariante derselben erstreckt 
längs Kurven, während 
aa ya y,2,y" ... 4m, 2") 
irgend eine Differentialinvariante unserer Gruppe 
bei Kurven bezeichnet, so liefert die allgemeine Formel 
S2-p dx 
alle Integralinvarianten der Gruppe erstreckt längs 


Kurven. 
Der Beweis ist äufserst einfach. Denn sınd 


Spdz und /p,de 


zwei invariante Integrale bei der betreffenden Gruppe Xf, 
so bestehen die beiden Relationen 


d& 
Kos.t.97, 0 
= de 
Xp)+ 97,9 
*) Vgl. Leipziger Berichte 1897. S, 347£. 


aD 
und aus ihnen folgt ohne weiteres ; 
x () 2% 0, 
d. h. es ist das Verhältnis der beiden Gröfsen p und g, eine 
Differentialinvariante der Gruppe. 

Hiermit brechen wir vorerst unsere theoretischen Er- 
örterungen ab, um zunächst eine Anwendung der bisher ge- 
gebenen Theorie auf einige einfache aber wichtige Beispiele 
zu geben. Die Resultate, zu denen wir dabei gelangen werden, 
sind zum Teil schon längst bekannt. Indessen mögen die 
folgenden Betrachtungen die Bedeutung und Nützlichkeit 
unserer Theorie veranschaulichen. 

1. Beispiel. Es soll die Kurvenintegralinvariante niedrigster 
Ordnung der sechsgliedrigen Gruppe der Nichteuklidischen 
Bewegungen bestimmt werden, welche die Fläche zweiten 


Grades 
+ y+@+1=0 
invarıant lassen. 


Die vorgelegte Gruppe setzt sich bekanntlich*) zusam- 
men aus den sechs BE Transformationen 


Key, Kfz’ Bu a 
a yet +2; 2), | 
fetnl@iitvgtzg), 

Kies +el@getnge+ ll), 


Erweitern wir diese noch für die a Differentialquotienten 
y und z’, so werden die Gleichungen (8) hier 


yol—a = —(14y 9) 57 —y yo = a 

£ a) = +2 2 y —(, 

u: +8 ö wre 79 50, 
aa Lt ayet tue AR: 


*, Vgl. Transformationsgruppen Bd. III, S. 504. 


2 d Or ER 

yet HEN) 
+y(ead) F—plytey);, —(, 

i d BR ReQ 

we + ya + 4m tan) g 
+ 2(2—xz) . — p(2+x2) 4 ao 


Es ist dieses ein sechsgliedriges vollständiges System in den 
sechs Variabelen x, y, 2,y', 2, @. Die Matrix verschwindet 
indessen identisch, während ihre fünfreihigen Unterdetermi- 
nanten nicht verschwinden. Unser System besitzt daher eine 
und nur eine Lösung, die notwendig auch @ enthält. Man 
findet durch Integration die Lösung 
d--e’+y°+2?)p? 

I+y’+z’+eyV—y'+ (ye—zy)’+ (@z 2) 

Aus ihr ergiebt sich 
a V: EU RES WEU 4) IE AN) ER) 

Er 1 + 7? BD y? — 2? , 
und, da es auf einen konstanten Faktor nicht ankommt, so 
besitzt das gesuchte invariante Integral die Form 

T- ee de 

Ii+e+y’+2 

Es stellt die invariante Bogenlänge der Kurven dar“). 


Nach unserem Satz 1 folgern wir noch, dafs die gewöhn- 
liche Differentialgleichung 


1+y?+2’+ @y—y’+ yi—2y’+ @’—2’=0 
bei unserer Gruppe invarıant bleibt. Diese ist aber identisch 
mit der Mongeschen Gleichung 


da® + dy® + de + (vdy— yda)? + (yds— xy)? 
+ (ade — 2de”? —=0, 
die bekanntlich bei der vorgelegten Gruppe ihre Form bewahrt. 
2. Beispiel. Es sollen die Kurvenintegralinvarianten der 
Gruppe der Euklidischen Bewegungen des dreifach ausge- 
dehnten Raumes aufgestellt werden. 


= const. 


*) Vgl. Transformationsgruppen Bd. II, S. 410. 


Die zu untersuchende Gruppe wird bekanntlich von den 
sechs infinitesimalen Transformationen 


erzeugt. Die niedrigste Integralinvariante ist von erster Ord- 
nung. Man findet sie durch Lösung des vollständigen Systemes 


or Bone 


0x on 02 
0 0 ‚ a, 1%) 
Va—az 14) 5 — YRrG = —yp5,— 0, 
m of ‚id "Br 1 
eo +277 dz —(, 
n 2 n d 
[u HH +0, 


dessen Matrix identisch verschwindet. Die Integration ergiebt 
als Lösung 
P Bet 


79 6, 
vtry”tz 


d. h. die niedrigste Integralinvariante hat die Form 


/vVı+y?+2°? de. 


Zur Aufstellung der Integralinvarianten höherer Ordnung 
brauchen wir nun, wie uns Theorem 1I lehrt, nur noch alle 
Differentialinvarianten von Kurven bei unserer Gruppe. Diese 
sind aber, ebenso wie unser invariantes Integral, längst be- 
kannt. Erweitern wir die Gleichungen unseres Systemes noch 
für die Differentialquotienten y” und z”, so erhalten wir eine 
weitere Lösung, die Differentialinvariante zweiter Ordnung 


a4y?HeN _ 
Vyd—y»ty:tz® 


bekanntlich der Krümmungsradius r unserer Kurven. Die 
folgende Erweiterung liefert sodann zwei fernere Lösungen, 


die mit den Gröfsen r und er identisch sind, wenn r die 


Torsion der Kurven bezeichnet. Die allgemeine Differential- 


TE. 


invariante m®" Ordnung von Kurven bei unserer Gruppe hat 
sodann, wie Lie gezeigt hat*), die Form 


(r dr dr yatalr n dt dr dam :) 
as a et a’ a ar 

Hiernach können wir das allgemeine invarıante Kurven- 
integral m“ Ordnung ohne weiteres hinschreiben. Es lautet 


dr d’r - d"”?r dr dr 75, ; ; 
fe (vi ade Da 1 TE) VIHN RR lR, 


ds’ds’ ds ds ds 
und alle Kurvenintegralinvarianten unserer Gruppe müssen 
sich auf diese Form bringen lassen. 
Wir bemerken noch, dafs wir unsere invarianten Integrale 
auch in der Gestalt 
j: $4.ds 


schreiben können, wo & dieselbe Funktion wie oben und ds 
das Bo nlemönk der Kurven bezeichnet. Wir werden später, 
in der Fortsetzung der allgemeinen Theorie, ausführlicher auf 
diese Bemerkung zurückkommen. 
5. Beispiel. Es sollen alle Transformationen des dreifach 
ausgedehnten Raumes bestimmt werden, die ein Bogenintegral 


der Form N 
Svi+ty’+r’de 


invarlant lassen. 

Die hier gestellte Aufgabe ist die Umkehrung der früheren, 
indem das invariante Integral von vornherein gegeben und 
die Gruppe gesucht ist, die dessen Form bewahrt. Sie bietet 
zugleich eine interessante Analogie zu dem vor einiger Zeit 
von Herrn Carda*®*) auf mehrfache Weise erledigten Problem: 
Alle Punkttransformationen des dreifach ausgedehnten Raumes 
zu bestimmen, die alle Flächeninhalte invariant lassen. Es 
wird sich zeigen, dafs wir hier zu denselben Transformationen 
gelangen, die dort gefunden wurden. 

Nehmen wir an, es sei die allgemeine infinitesimale Trans- 
formation 


Xf= &(z, Y, 2) N mr n(&, Y; 2) „ Ar &(®, Y; 2) H 


*) Vgl. Lie-Scheffers, Kontinuierliche Gruppen. S8. 674 fl. 

*#, Vgl. Berichte der Wiener Akademie der Wissenschaften, 1896. 
S. 787ff. Vgl. ferner Monatshefte für Mathematik und Physik, 1897, 
S. 170. 


By 


von der gesuchten Art, so wird mit Berücksichtigung der 
Formeln (4) die einmal erweiterte Transformation 


f &\ of 
Ftn- + IE 
dE ‚.dE\ of 
z x 2 en 82’ 
und es mu[s nach Voraussetzung die 


X(VI+y?+zd)+YV1I-+y? en 0 

oder ausgerechnet 

mt tn) trete tee) = 

+ (+ +) 0 
identisch, d. h. für alle Werte von y’, 2° bestehen. Wir 
erhalten daher aus dieser Gleichung zur Bestimmung von 
&,n, & die folgenden Relationen 
.en-b—0, 
+0, Ge VE 


Diese, sechs im ganzen, sind vollkommen unabhängig 
von einander, also sämtlich wesentlich. Wir haben sie ge- 
radezu als die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Trans- 
formationen der gesuchten Gruppe aufzufassen. Sie enthalten 
die sämtlichen neun ersten partiellen Differentialquotienten 
von &,n,& und diese Gröfsen selbst bestimmen sich dem- 
nach aus ihnen mit Hilfe von sechs willkürlichen Konstanten. 

Man findet durch Integration &, n, & als lineare Funk- 
tionen in x, y, 2 in der Form 


Se N ee 
= —-e: +y2 +b, 
$S=—ry+ße- 6 


worin &, ß, y, a, db, c willkürliche Konstante sind. Die ge- 
suchten infinitesimalen Transformationen haben daher die Form 


Xf= (ey Beta) + We—an+b) 55 
+ (Ba—yy-+e) 7 2 


und setzen sich mithin, den sechs willkürlichen Konstanten 


— 11 — 


entsprechend, aus den sechs von einander unabhängigen in- 
finitesimalen Transformationen 


us ER 

oz. ay708? 
N A a 
Ya Tr Fan day 95 


zusammen. Wır erkennen in den letzteren die Euklidischen 
Bewegungen unseres Raumes. Es hat sich also ergeben: 

Die einzigen Punkttransformationen des dreifach aus- 
gedehnten Raumes, die das bogenintegral 


JVı+yV?+?7?da 


invariant lassen, sind die Eukhidischen Bewegungen. 

In anderen Worten: 

Die Euklidischen Bewegungen des dreifach ausgedehnten 
Raumes z, y, z lassen sich als diejenigen Punkttransforma- 
tionen definieren, die das Bogenintegral 


[vı+v? - 2? dx 


invariant lassen *). 


Il. 


Ableitung der Integralinvarianten aus Differentialinvarianten 
und Erledigung der Theorie für unendliche Gruppen. 


Bereits im ersten Abschnitt bemerkten wir, dafs bei un- 
endlichen Gruppen, d.h. bei solchen vorgelegten infinitesimalen 
Transformationen, in deren Inkrementen &, n, & willkürliche 
Funktionen auftreten, die Frage nach den invarianten Kurven- 
integralen sich nicht allgemein beantworten läfst, sondern in 
jedem Falle einer besonderen Untersuchung bedarf. Von 
Wichtigkeit ist hierbei insbesondere, wie schon unser Theorem II 
lehrt, die Beantwortung der Frage, ob die vorgelegte Gruppe 
Differentialinvarianten von Kurven besitzt. Hat sie solche, 
gleichviel in welcher Anzahl, so werden wir zeigen, dafs sie 


*) Vgl. hierzu Lie: Leipz. Ber. 1886, $. 341f. 1890, 8. 356ff. Über 
die Grundlagen der Geometrie. Ferner, Theorie der Transformations- 
gruppen Bd. III, Kap. 22, 23. 
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an 


dann auch immer Integralinvarianten von Kurven besitzt, 
und zwar sogar unendlich viele. Dagegen kann sehr wohl 
auch der Fall eintreten, dafs keine Differentialinvarianten der 
gesuchten Art vorhanden sind. Wir werden diese verschie- 
denen Möglichkeiten an einigen speziellen Beispielen zeigen. 
Weiterhin wird es uns durch einige interessante, in der Natur 
der Sache liegende Umformungen gelingen, die Aufstellung 
unserer Integralinvarianten im allgemeinen auf die Ermittelung 
von Differentialinvarianten allein zurückzuführen, worauf wir 
mit einem Schlage die Integralinvarianten derjenigen vorher 
betrachteten Gruppen, welche Differentialinvarianten besitzen, 
werden hinschreiben können. Endlich werden wir alle über- 
haupt möglichen Fälle in den Kreis der Betrachtung ziehen. 

Fassen wir etwa die unendliche Gruppe aller Transfor- 
mationen vom Symbol 


(1) &(®, Y, 2) z 


ins Auge, wo & eine beliebige Funktion seiner Argumente 
%,y, 2 sei. Sie besitzt offenbar die beiden Differentialin- 
varianten nullter Ordnung x und y. Nach den allgemeinen 
Regeln für die Berechnung der Differentialinvarianten von 
Kurven sind dann auch sämtliche Ableitungen von y nach &, 
d. h. die Größsen y’,y”...y®... Differentialinvarianten. 
Unsere Gruppe hat also deren unendlich viele. Andere, als 
die genannten, giebt es indessen nicht bei ihr. Denn erweitert 
man, so erhält man durch Gleichnullsetzen der Koeffizienten 
der einzelnen partiellen Ableitungen von & die Gleichungen 


Wir haben also gefunden, da/s die allgemeinste Differen- 
tialinvariante von Kurven bei unserer Gruppe die Form 


2a, y ys ya: ym9. n) 
hat“). 
Ein hiervon abweichendes Beispiel gewährt uns die un- 
endliche Gruppe aller Transformationen 


1 —=%, y=yla,Yy2, 21x, Y, 2) 


*, Vgl. Lie, Leipziger Berichte 1897, 8. 371. 


et Be. 


mit dem allgemeinen Symbol 


2) Enten 


Zwar finden wir hier sofort eine Differentialinvariante 
nullter Ordnung, nämlich x, indessen ergiebt sich keine weitere; 
denn sämtliche Grölsen 


al amenl on: nanlar©an Nor 


oy’oy'’ dy” y ’ 02’ 08’ Or PO 


werden aus dem gleichen Grunde wie im vorigen Beispiel 
gleich Null. Wir erhalten also das Resultat: 

Die allgemeinste Differentialinvariante von Kurven bei 
unserer Gruppe (2) hat die Form 


Betrachten wir schliefslich die unendliche Gruppe aller 
volumentreuen Transformationen unseres Raumes“) 


2) antenne, 


wo &,n, 8 allein En Sr Er 


a+a+E 


gebunden sind, so 2 leicht ae dafs zu dieser Gruppe 
überhaupt keine Differentialinvariante von Kurven, ja nicht 
einmal eine invariante gewöhnliche Differentialgleichung 


Wi2..y,2,9,2...yn) m) — 0 
gehören kann. Denn wäre 
y=y@, 2—xı@) 


eine Integralkurve einer solchen invarianten Differentialglei 


chung W=0 und 

N I 
irgend eine beliebige Kurve des Raumes, welche die Gleichung 
W == 0 nicht befriedigt, so würde die Transformation 


=, Y=y+Pe)— ya), A=2+ X) —ı@) 
die offenbar unserer Gruppe angehört, die erstere Kurve in 
die letztere überführen. Das steht aber mit der vorausgesetzten 


*, Vgl. an letzteitierter Stelle. 
3% 


DON 


Invarianz von W= 0 im Widerspruch. Es giebt also keine 
invariante gewöhnliche Differentialgleichung bei unserer Gruppe. 
Somit hat sich ergeben: 
Die unendliche Gruppe aller volumentreuen Punkttrans- 
formationen besitzt keine Differenbtialinvarianten von Kurven. 
Man wird aus diesen Beispielen erkennen, dafs wir hier 
mehrere wesentlich von einander verschiedene Fälle zu unter- 
scheiden haben. Indessen genügt das bisher Gefundene be- 
reits, um den folgenden Satz aufzustellen. 
Satz 1. Eine unendliche Gruppe in den Veränderlichen 
%, y, 2 besitzt entweder keine oder eine oder unendlich viele von 
einander unabhängige Differentialinvarıanten von Kurven. 
Wir wollen nun zeigen, dals mit Auffindung der Dif- 
ferentialinvarianten im allgemeinen bei endlichen wie unend- 
lichen Gruppen das Problem der Aufstellung aller Integral- 
invarianten erledigt ist. Denn gesetzt, wir hätten bei irgend 
einer vorgelegten kontinuierlichen Gruppe drei Differential- 
invarianten von Kurven — es seien etwa diejenigen niedrigster 
Ordnung — gefunden. Bezeichnen wir diese etwa mit I, J,,J,, 
so bilden diese drei Grölsen im allgemeinen ein sogenanntes 
volles System von Differentialinvarianten, d. h. jede weitere 
Differentialinvariante unserer Art kann vermöge derselben 
berechnet und in der Form 
dI, dA AI, 
II haranam) 
geschrieben werden. Wir denken uns hierbei die Gröfse I 
als Koordinate längst der Kurven eingeführt. Jeder‘ Punkt 
der letzteren ist dann durch einen bestimmten Wert von I 
definiert, und alle Funktionen seiner Koordinaten und ihrer 
Ableitungen längs der Kurven stellen sich ebenfalls als 
Funktionen von I dar. Jedes Kurvenintegral, gleichviel, ob 
es bei unserer Gruppe invariant bleibt oder nicht, muls sich 
dann auf die Form 


Jw.aI 


bringen lassen. Soll es insbesondere bei der vorgelegten 
Gruppe Xf invariant bleiben, so folgt aus dem Bestehen der 
Gleichung 

X(W).dI+ W.dX(I) =0 


wegen der Voraussetzung 


SEE 
X 0, 


dafs die Gröfse W eine Differentialinvariante der Gruppe, in 
unserem Falle also eine Funktion der Argumente 


dd, dh, MT, AT, 

Er War BoTEurgTT a, 

sein muls. Hiernach nimmt aber das allgemeine bei unserer 
Gruppe invariante Kurvenintegral die Form an 


dJ, dA AT, 
ja AlaaTı a7‘ a7 =) = 
Wir gelangen sonach mit Berücksichtigung von Satz 1 
zu dem allgemeinen 
Theorem III. Liegt eine kontinuierliche Gruppe von 


Punkttransformationen des Raumes x&,y,2 vor, die 
auf die Kurven dieses Raumes 
y—=p(a), 2= 4%) 

angewandt werden, so ist es in zwei Fällen immer 
möglich, die allgemeine Form aller zugehörigen Inte- 
gralinvarianten anzugeben. 

Besitzt die Gruppe mehr als eine Differentialin- 
varvante 


s% Jı, I, 


Via,y,a,y,d,y',2...y”, 2), 
so können, wenn 
1 Hera 
passend gewählte Invarianten bezeichnen, die ein volles 
System bilden, alle weiteren Differentialinvarıanten 
auf die Form | 


U(LJ::- 4, 52,0) 


gebracht werden; dann ist 
F- REN E )ar 
w(1, I, dur gg gie 
die allgemeine Form der Kurvenintegralinvarianten. 
Besitzt andererseits die vorgelegte Gruppe eine 
und nur eine Differentialinvariante 
I, y,2,y,2...ym, 2), 
so ist 


; [war 


a 


die allgemeine Form der bei ihr invarıanten Kurven- 
integrale. 

Dieses Theorem wurde von Lie in der letztzitierten Arbeit 
in seiner allgemeinsten Fassung, für nfache Räume und 
q dimensionale Mannigfaltigkeiten aufgestellt. Es führt, wie 
man sieht, die Aufstellung sämtlicher Integralinvarianten im 
allgemeinen auf die Ermittelung von Differentialinvarianten 
allein zurück. Wir werden indessen später noch einige weitere 
Möglichkeiten zu betrachten haben. Das Theorem II ver- 
langte dagegen die vorherige Ermittelung einer Integral- 
invariante, d. h. einer Lösung des vollständigen Systemes (8) 
auf Seite 9, die p enthält. Dies macht aber in jedem 
einzelnen Fall erst eine Diskussion der Matrix dieses voll- 
ständigen Systemes erforderlich, ehe eine definitive Antwort 
auf die Frage nach der Existenz von Integralinvarianten 
gegeben werden kann. Wir haben dies an den Beispielen am 
Schlusse des vorigen Abschnittes gezeigt. Unser Theorem Ill 
erklärt nun auch die daselbst am Ende des zweiten Beispiels 
gemachte Bemerkung, dafs sich die Kurvenintegralinvarianten 
der Gruppe der Euklidischen Bewegungen sämtlich auf die 


Form 
dr d’r dr 
/® u Ty ) ds 


bringen lassen; denn wir haben hier offenbar nur 


I —— Y, J, —— J, =1T 
zu setzen und können dann unser Integral ohne weiteres in 
der Form 
dJ, dJ, 
W(L I, I, Ge) ds 
oder auch 


jr hr A, al 


schreiben, die mit der in Theorem III gefundenen überein- 
stimmt. — | 

Dies indessen nur nebenbei. Fassen wir jetzt die vorhin 
betrachteten unendlichen Gruppen in’s Auge, so können wir 
nunmehr ohne weiteres die allgemeine Form der bei ihnen 
invarianten Kurvenintegrale hinschreiben. 


a Dan 
Bei der ersten derselben, der unendlichen Gruppe 
0 
ea, y, 2) SL 


fanden wir die beiden von einander unabhängigen Differential- 
invarianten & und y und hiernach als allgemeine Form einer 
Differentialinvariante die folgende 


2, 95 y"... ym). 
Es ergiebt sich daher, da/s unsere Gruppe auch unendlich 
viele Integralinvarianten von Kurven besitzt, und zwar genügen 
sie alle der allgemeinen Formel 


Se; DU, EYYAR: 
Hierbei entspricht einer Differentialinvariante m” Ordnung eine 
Integralinvariante derselben Ordnung. 
Betrachten wir dagegen die unter (2) behandelte Gruppe 
gegeben durch das Symbol 


1% 0 
i n(&, Y; + (e, Y; 2) 2 


Hier hatten wir nur eine einzige Differentialinvariante der 
gesuchten Art gefunden, nämlich x. Wir erhalten also das 
Resultat: Die unendliche Gruppe aller Punmkttransformationen 
der Form &, =%, yı = plz, y, 2), 2 = x(®, y, 2) besitzt un- 
endlich viele Integralinvarianten von Kurven. Sie alle sind 
gegeben durch die Formel 


und daher sämtlich von nullter Ordnung. 

Man sieht leicht, dafs wir unsere letzte Gruppe in ge- 
wissem Sinne als eine Untergruppe der unendlichen Gruppe 
von Punkttransformationen auffassen können, die durch die 
infinitesimalen Transformationen 


(4) endeten 


dargestellt werden. Die letztere Gruppe aber können wir 
geradezu als die unendliche Gruppe des Satzes 2 des ersten 
Abschnittes bezeichnen. Sie besitzt überhaupt keine Differen- 
tialinvarianten von Kurven. Dagegen läfst sie das Integral 


Sdx 


a 


invariant. Somit folgt: Die unendliche Gruppe aller Trans- 
formationen 


2 2 ö 
ee tal, y, + &@, Y; DE 


besitzt keine Differentialinvarianten von Kurven und nur eine 
einzige Integralinvariante dieser Art, nämlich das Integral 


Sax. 


Für die dritte der oben betrachteten unendlichen Gruppen 
gilt dann ohne weiteres: Bei der unendlichen Gruppe aller 
volumentreuen Transformationen in den Veränderlichen &, y, 2 
haben die Kwrven des Raumes weder Differential- noch Inte- 
gralinvarianten. 

Es hat sich somit ergeben, dafs bei einer unendlichen 
Gruppe entweder keine oder unendlich viele, oder eine diskrete 
Anzahl von Kurvenintegralinvarianten vorhanden sind. Was 
den letzteren Fall anlangt, so erkennt man, dafs dieser sich 
stets darauf reduziert, dafs ein und nur ein Kurvenintegral 
bei der betreffenden Gruppe invariant bleibt. Denn gesetzt, 
es blieben mehrere solche Integrale, etwa zwei, bei unserer 
Gruppe invariant, so würde die Division der unter dem In- 
tegralzeichen stehenden Ausdrücke nach Theorem IH sofort 
eine Differentialinvariante unserer Gruppe ergeben. Dann 
hätte diese aber nach Theorem III unendlich viele Integral- 
invarianten von Kurven, was unserer Voraussetzung wider- 
spricht. 

Wir fassen daher unsere Ergebnisse zusammen in 

Satz 2. Eine unendliche Gruppe von Transformationen 
in den Veränderlichen x, y, 2 besitzt entweder keine oder eine 
oder unendlich viele Integralinvarianten von Kurven. Im letzteren 
Fall besitzt sie mindestens eine Differentialinvariante von 
Kurven. 

Hiernach können wir das folgende Theorem aussprechen, 
das sämtliche überhaupt mögliche Fälle erledigt. 

Theorem IV. Liegt eine kontinuierliche Gruppe des 
Raumes &,y,2 vor, deren Transformationen auf die 
Kurven dieses Raumes angewandt werden, und ist die 
Aufgabe gestellt, alle zugehörigen invarianten Inte- 
grale ihrer Zahl und Form nach zu finden, so sind im 
ganzen vier Fälle zu unterscheiden: 


Pr 


Besitzt die Gruppe mehr als eine Differentialin- 
variante, d. h. in unserem Falle unendlich viele, so 
können, greifen wir unter diesen dies-+L1 ersten 


II, da... 


heraus, die ein volles System bilden, sämtliche Integral- 
invarianten der Gruppe auf die Form 
ag, 
fv@ II ITSE TE I) dI 
gebracht werden. 


besitzt die vorgelegte Fruppe nur eine Differen- 
tialinvariante 


Is, Y,?%, U, Baus Bu ya 2m), 


so giebt die Formel 
jw(nal 


alle bei ihr invarianten Integrale. — In diesen beiden 
ersten Fällen sind unendlich viele Integralinvarianten 
vorhanden; im letzteren Fall sind diese sämtlich von 
mr Ordnung. 

Besitzt andererseits die vorgelegte Gruppe keine 
Differentialinvarianten, so kann sie dennoch eine, dann 
aber auch nur eine Integralinvariante 


RX) — /p(%, Y,?, y, art .) dx 


haben, die wir auch in der Form 


Js 
schreiben können. 

Endlich ist es möglich, dafs die vorgelegte Gruppe 
weder Differentialinvarianten noch Integralinvarvıan- 
ten besitzt. — 

Die letzten drei Fälle kommen nur bei unend- 
lichen Gruppen vor. 


Sea 8 


Ill. 


Aufstellung aller Integralinvarianten der endlichen 
kontinuierlichen Gruppen von Punkttransformationen 
der Ebene. 


Nach unserem Theorem III macht es nunmehr keine 
Schwierigkeiten, die Integralinvarianten aufzustellen für 
Gruppen, deren Differentialinvarianten bekannt sind. Dies 
ist der Fall für sämtliche endliche kontinuierliche Gruppen 
von Punkttransformationen der Ebene, für die natürlich gleich- 
falls unsere Betrachtungen gelten. Für diese hat S. Lie in 
einer im Jahre 1883 im Norwegischen Archiv erschienenen 
und später in den Mathematischen Annalen Bd. 32, p. 213. 
‚abgedruckten Arbeit*) alle Differentialinvarianten bestimmt. 
Diese Abhandlung liegt auch den folgenden Erörterungen zu 
grunde; im wesentlichen ist hier nur die Reihenfolge der 
betrachteten Gruppen geändert. Man wird an unseren Er- 
gebnissen den Zusammenhang invarianter Integrale mit in- 
varianten Differentialgleichungen erkennen. 


a. Gruppen, die unendlich viele Differentialglei- 
chungen erster Ordnung invariant lassen. 

1.0». 

Die Differentialinvarianten sind y, y', y”,...y®... und 
das allgemeine invariante Integral m‘ Ordnung hat daher 
die Form 

I—= (WW, 9,92. y)a2 
die niedrigste Integralinvariante ist 
I= sl, dx. 

2.95.04. | 

Die Differentialinvarianten sind y’,y”...y®.... Es 
wird daher 


= [ WW, 9”... ym)ar, 
I- [de. 


*, „Klassifikation und Integration von gewöhnlichen Differential- 
gleichungen zwischen x, y, die eine Gruppe von Transformationen 
gestatten‘, 


A 


3. GH LPrY 
Die Differentialinvarianten*) sind 
da du "oe 
Y: : a nr dw” 


Somit hat man 


dv MT? y 
a, (u. V, a TE) au 


dv  Yıkaga ‘) v 
1-/w (wm, v, ee „ix, 


und die niedrigste Integralinvariante ist daher 


oder 


dx 
ed Dan 12yg. 
Hier ist 
RATES U; 
U „EU — yr 
also 
x Dt zen m 
u R de, 
I=/Ww (wo du ® a 
I— [y"de. 


b. Gruppen, die zwei und nur zwei Differentialglei- 
chungen erster Ordnung invariant lassen. 


d. 9, yq. 
Die Differentialinvarıanten sind 


Yo ı.de d°o d” v 
um%, =—, are ER meh 


Es wird also 


6..9,90, yq. 
Hier ist 


*, Hier hat Lie in der genannten Arbeit die niedrigste Invariante 
y’ nicht mit angegeben, 


BR: 


a 
-/w(w, ee 2) dr, 
du dw” 


nach Satz 2 des ersten Abschnittes, und 


T-jax. 


.p,qg,ap+eygeI,c#1. 


daher 


Man hat 
RR y" PR Yy 
U, 7 c—2?’ Merz c—3) 
vn TRRE 
somit 
dv dry 
(u, 0,2, =) 
oder 
dv drT3 y cr 2 1 
J=IW (u, DV, u’ a ( ;@) ı ds, 
er 
und mithin 
dx 
1 f- AR 
TEE 
BIVPL GUY AN 
Hier ist 
y'y" y’ 2yIV 
u= ya = y' 9:49 
daher 


24 
7-/w( (m, v,. Eu ne) du, 


oder, nach ER des De du, 


7-/w( (1, v, er lei Y de. 


Daher wird 
= Be =—- de. 


9 2+g, er + yg, po Yyg- 
Hier ıst - 


1 
u— (a—y)y’y Hay Tty 


1 
v— («—y)y"y + 6uly'? + y 


=2), 


1 
2 


)-—- Wit ur): 


AEROG Pc 


dv ar3y 
7 Ww(un, 2... )au 
du, a 


Die Ausrechnung ergiebt 


ae = Ze) N y* 
-/w(u», re (v +12) 2 


Hiernach ist 
WE VrRıge 


Es ıst also 


10. 9, yg, 4°g. 
Die Differentialinvarianten sind gegeben durch 
ey at au 
a a an 
Also wird 


m—3 
di W(z.w, Arne —* ) dx, 
T— fax. 


IB 40, y%g,.D: 
Die Differentialinvarıanten sınd 


Es ıst daher 
I—=/ Ww, w,w',... wr®) dw, 


also 


If W(w,w,w”,...wr>)w' de, 


— (dx. 


1200.00, 49°0, 2, 20. 


Hier ist mit Beibehaltung der Bezeichnungen des letzten 
Falles 


uU = w VÖ w 
es eg 
w2 un 
mithin 
dv ar y 
J—= w(u,v, 22... —;) du 
du du” 


oder 


und daher 
NEE NE 
Ver y: dr. 


13. q, yg, y"g, pP, ap, ap. 
Die Differentialinvarianten drücken sich durch diejenigen 
der vorigen Gruppe aus in der Form 


4ww' — 5w? er ia ae u 
w° { ar ; 


Man hat dann 


d m—6 
| Wlu,n, 2... *) au 
du aUN, 


oder nach Berechnung des Differentiales 


m—6 + 
7-/ w(u», *\v-w° de 


du Az 


nr 


Die niedrigste Integralinvariante ist also 


1 oc Galle), 


also dieselbe, wie bei der vorigen Gruppe. 


c. Gruppen, die eine und nur eine Differentialglei- 
chung erster Ordnung invariant lassen. 


14, »,2p +. yg, z’p + 2xyg. 
Die Differentialinvarıanten sind 


9,7 MW 


v—=2yy' —y v— y’y j a 
Es wird daher 
m—3 
ge w(n, a du 
du 


oder 


Be ERS 


Der gewöhnlich an Stelle unseres Typus geschriebene 


Typ p, 22p + yg, xp + xyg, den wir hinzufügen wollen, 
entsteht aus dem ersteren einfach durch die Transformation 


ı, =%, Yı —=Yy. 


Seine Differentialinvarianten werden daher 


d 
u—yy, v—lyyy’yy”, Zur 


und es wird 


2 d a3 
7-/ w(u0,2,.. .) au, 
du dw” 


nach Ausrechnung 


m—3 
J = wu, 2,...2 =) LI de, 
1 dw" Y 
daher 
"q 

I— a 
15. yg, p, ap, ap + zyg. 
Hier ist 

1 3 1 1 


ee yeyı 2y” Er 3y ?yy ?®, 
3yy’—2ylV ERS Ayy—3y”" 2, 


d art 
7-/ wu, een 
du du” 


oder ausgerechnet 


NO 
fen et te 


a He 6 


T -/ Var. 


ine, RER IN REN RR 
Hier findet Lie 


IE RN 
BEN) 


REN INES 
U u yS) 


Es ergiebt sich somit 


: dD d"r—D 
| w(e,D,22,.. 2, 
x 


7 jan 


IR RT, 0, 


Hier hat man mit Beibehaltung der Bezeichnungsweise 
der vorigen Nummer 


dlog D 
um=%, = dr R 
dlog D d'"7.]og:.D 
J= w(e, ale) in, 
dx da 


Tide. 


N a NE 
Die Differentialinvarıanten sind 


[4 [23 9 d 
yeytay tag hr HN ar 
wo die Grölsen c,6,,.... c, Konstante bedeuten. Daher ist 
| we... = \de, 
da Aa 


TI de 


19..X,0,.%0,.. 80,10, 0. 
Ist @ derselbe Ausdruck, wie oben, so ist hier 


dp Up 
dx da? 
u == RT — , 
17 9 
dv ren 
J ng w(u, y Zu 3 =) dx, 


T—jdr. 


20. q, 2q,...#1q, 9, ap + eyg; c#r. 

Man hat 

yerd yet? 
c—r—1? Be c—r—2? 


u rg e = 


U 


daher 
d m—r—2 
> w(u,v, u ) an, 


du uRaT > 


oder nach Ausrechnung des Differentiales, 


dv RT, ec—r—1 ,\ 1 
J -/w( (m, an? TE) an) da. 


Also erhält man ’ 
dx 
Hi JE u 
(r)e—r 


Y 
21.203 20,.2.20.0, Dyapt-ryg; (r>1). 
Hier ist 
yet? 
NR yN, ee “Gh > 


Y 
Q ] m—r—2 
De w(un, 2%... 22) au, 
U 


d q m—r—2 
also 


m—r—2 
De w(uo, BORN. 2) yet) dr, 
du % 
I — [yrrde. 


2229,.29,...207 19,9, 2 + (ry-+ a)g: 
Die Differentialinvarıanten sind 


age 


v— year) yertDderkıt), Er 


=1:-.2.3..-(r—1)r 


ist. Es wird also 
n—r—2 
7 w(wr, en, N 
du ET Aare 


mM—r—2 
J—= W(u,0,2,... “ ;) +) 7 d 
U 


dw m—r—2 


dx 
Im 


Ra 


23. 0,20... 00, yo, Dam 
Es ıst 
y yet? yyrt9 


er er 


dv amt y 
7-/weu, v, a...) du, 


nach u. 


mM—r—3 
J -/w( U, & re u) ru 


(r++1) 
T Be dx. 
Y 
24. 9, 29.079, 9, 22p+(r—1)yg, ap + Pr —)ayg; 
1), 
Die Differentialinvarıanten sind 


N 


“5 2 (r-+3) 5 3(r-43) 
VW yr ER U, = yr a U, 


wenn wir 
el Var a DENE er Ba 
(+1)? 
= (+ DyeryotD — Ble+3) | ungetD + (+2) | 
oder 
1 = + DPYoryerD — Br H 1) +3) yryetDyerD 


+ 2049 +3) yet 
setzen. Es folgt demnach 


; —r—3 
wu, Dame), 
du OU 


und nach Ausführung der Differentiation 


wre ne 
7-[ w(u.., 2 v, en a) dt, 


je Be en 


25. 9, 29,...21q,p,2p, yg, ap + (r—1)eyg; (r>1). 
Hier hat Lie die Differentialinvarıanten gefunden 


ET EN 


u gr) dv 
uU U, V=U Us, BEER, 


wo u, und u, dieselben Werte wie in der vorigen Nummer 
haben. Den Ausdruck «, hat Lie an genannter Stelle nicht 
berechnet. Da wir ihn brauchen, so sei dies hier kurz aus- 
geführt. Er ergiebt sich aus der linearen partiellen Differen- 
tialgleichung*) in den Veränderlichen y, yet», yrt2, ye+3), 
yet9 


et | , „Of 
rt, er + CHB) ro) 


0 
+4 Her? za, =; 


deren erste drei Lösungen Lie als y”), u,, u, bestimmt hat. 
Man findet die vierte Lösung 


1 — (+ DPyoryer 


(r+1)? 
4 +4 | ut +3 ++ +2) 
oder 
na ehr HH 
a IA ET Las EB oe 3 ana 
 ICHNELHILCHHEN. 


amt 
— w(u, a 


5 3 


3 ee a 
EL Tas DE 2 
du = 5% "udn + % ” dur. 


Hiernach wird 


Dazu hat man 


Führen wir hierin die Differentiationen aus, so ergiebt eine 
längere Umformung schliefslich 


A 
en 


Das allgemeine invariante Integral m" Ordnung kann 
daher auch Ben werden 


7-/w( (w, u, — a *) 12030-6(r+43)} “> dx, 
dur yr 


(29 — 3W— 6(r+3)} de. 


SER ER Vgl. hierzu im besonderen Mathem. Annalen Bd. 32. S 244f. 
3* 


yo 
vw 


Sue 


und die niedrigste Integralinvariante ist von (r +2) Ord- 


nung 
DtD _ +1)? 
zu Mr 
Y 


d. Gruppen, die keine Differentialgleichung erster 
Ordnung invariant lassen. 


26. P, 9, %d, <&P — Yq, YP. 
Hier haben wir 
8 
u-y °’0, v=yTio 
wobei 
„ m „ „ [224 40 mm 
Ba —=syyr — au, Bay u byyylz ı 


gesetzt ist. Man erhält 


d am 
7 wu, ®, ER wer 2) du. 
du WEN: 


Die Ausrechnung ergiebt 


5% mM—5 a 

I) W(n,o, ey de. 
du 

Es ist also 


T= |Vy" dr. 


21; pP, q, X%Q, Yqd, IP, YP. 


Die Differentialinvarıanten sınd 
3 


5 rg dv 
U. 02 03, 02 0, 


A Re 


wobei o, und o, dieselben Werte wie in der vorigen Nummer 
haben und 
35 A 


0, eh 3y" Sy RER Dlye ya E= By y ayer EA % y 


gesetzt ist. Es wird sonach 


mM—6 
U W(u,0,@,.... 2) au. 
du 


dur 


Nun ist 


8 
B Ma Se 
du = — ©: 02 2 0, do3 un 02 2 dos, 


oder ausgerechnet 


Man hat also 
pn 4 
1-/w (wo, | (2, — 30 — 5) 
du du 3/Y 
d 
IRA ARE PLE 
u Ei 


28. P, 9, ©9, 49, ©p, yp, pt @yg, wyp + y°q. 
Die Differentialinvarianten sind gegeben durch 


un 


8 
aan ey 
u 603 ar v—=0603 ,„ Zus“ 


du’ 
Hierbei ist*) 
5 2 
6 — 20,05 — 390,05" — 7 (4. 0°) ) 


= 9 849,0, + =) —12 (9-5 3) (.— + 02°) 


a ER ee 


‚ wg 


„ 20 
0 =3y’y? — 5 rt De 


‚TA 


7 m RZ 40 
9, = 3yyrT — 3y 0; — 20Y ee ) 


280 


[24 [Aid [ZZ 700 m m 
Buy LET 5 U 


0 — 27y5yPIH — 48y" 9, — 24.354" ?0,— 16.140y’’3o, 


EN EYE 2 ys, 


Es wird nun 
dv 
7-/[w(u», an... TE) au 


*, Hier befindet sich ein Druckfehler im Abdruck der Lieschen 
Arbeit, Math. Annalen Bd. 32, S. 228; in dem Ausdrucke für o, steht 
nämlich 840,0, statt 840, 0,. 


Be ee 
Dazu ergiebt sich 


u=— 5 Be 3 a 
und hierin ist wieder 
do —= 20,do, + 20,495 — 3505”do, — 700,0,do; 
tt (e, So + 2°) (de, Ti 2 5 de,) 


Mit Einsetzung dieses Ausdruckes erhalten wir unter Berück- 
sichtigung der von Lie gefundenen Werte 


10 [ZZ 
03 = 3 Y ®% 


do, = e dx 
03 y Y 
+5" 
do, = y’ dx, 
207, — 8 
de, EOS = Fa 03 03 de, 


+ 25y”o, — 3590, dx 
3Yy" 
für unser Differential den Ausdruck 


de, = 


1 


für das allgemeine invariante Integral daher auch die Form 


mM—8 4 
7-/w (wm, or u) (2v— 105) & de, 
du Yy 


d um 


und die niedrigste Integralinvariante ist daher 
5 Rn 
9 A} Mt #18 BR v8 

a er 


oder, mit Einsetzung des Wertes von @,, 


a eier 22 
Der Zähler des unter dem Integralzeichen stehenden 
Ausdruckes giebt gleich Null gesetzt bekanntlich die bei 
unserer Gruppe invariante Gleichung der Kegelschnitte, der 


Nenner gleich Null gesetzt die ebenfalls invariante Differen- 
tialgleichung der Geraden. 


Er 


Hiermit ist die Aufstellung aller invarianten Integrale 
der endlichen kontinuierlichen Gruppen von Punkttransfor- 
mationen der Ebene erledigt. 


EV. 


Neue Betrachtungen, ausgehend von einer Parameter- 
darstellung der Kurven des Raumes. 


Obschon im Vorangehenden die allgemeine Theorie der 
Invarianz von Kurvenintegralen bei infinitesimalen Trans- 
formationen im Wesentlichen erledigt wurde, erscheint es 
doch am Platze, auch einmal die Verhältnisse zu betrachten, 
wie sie sich bei einer Parameterdarstellung der Kurven 
ergeben. Einmal wird sich zeigen, dafs hierdurch verschie- 
dene Vereinfachungen in der Form und Berechnung der 
Erweiterung der vorgelegten Gruppe auftreten, so dafs auch 
die Differentialgleichungen, welche die Invarianten bestimmen, 
eine übersichtlichere Form annehmen; andererseits gestaltet 
sich die Untersuchung interessant insofern, als in diesem 
Falle neben die gegebene Gruppe noch eine gewisse unend- 
liche Gruppe tritt, die bestimmend auf die Lösung des 
Problemes einwirkt, so dals wir faktisch eine doppelte Auf- 
gabe zu erfüllen haben werden. Schliefslich werden wir 
auch auf diesem Wege zu unseren früheren Ergebnissen ge- 
langen, um darauf im nächsten Abschnitt die hier angestellten 
Betrachtungen auf ein gröfseres Beispiel anzuwenden. 

Wir denken uns®) die Koordinaten der Punkte einer 
Raumkurve als Funktionen eines Parameters # gegeben in 
der Form 

DR, nk, 2 — Zi), 
wobei dieser Parameter bei den Transformationen der vor- 
gelegten Gruppe 


0 0 0 
) Hd tnen + tendz 
invarlant bleibt. Setzen wır dann 


*) Vgl. die ähnliche Behandlung invarianter Flächenintegrale, 
Lie, Leipz. Ber. 1897, 8. 379 f, 


da r dy ’ dz ‚ 


h ae aa 
no d?x a] „08 „ 
me ml 


so läfst sich jede Funktion der bisher betrachteten Gröfsen 


dy .d2z d’y di" 2 


als eine solche von 
ausdrücken. So folgt z. B. aus den Gleichungen 


‚ dy , IT dr ’ 
dy—=ydi—= 7, ud, d=ed= Zw dt 


sogleich 


day __ Yy den 2 
(3) de NET a) 
sodann aus 
„ d’y , dy 
RR Pe KR ay 2 
By y"di — (8 +2 ya 
mit Berücksichtigung von (3) 
dy . YE—-EY 
1 Fr 


u. s. w. Das allgemeine invariante Kurvenintegral 


(5) Sole Y, 2 = lee 


de’ de de” 
wird also dıe Form annehmen 


(6) 2 Ya, Ys RE, .2m)dil. 


Soll umgekehrt ein vorgelegtes Integral der Form (6) 
bei der Gruppe Xf invarlant bleiben, so müssen wir zuerst 
verlangen, dafs es sich auch in der Form (5) darstellen lasse. 
Dies ist nun im allgemeinen nicht immer möglich, da die 
Gröfsen &, y',2', x” ... 2”) durch die Relationen (2) keineswegs 
immer als Funktionen von 22, er TUE en bestimmt sind. 
i & 

Soll dies indessen der Fall sein, so muss unser Integral (6) 
von der zufälligen Wahl des Parameters t unabhängig sein, 


FE 2 


eine Forderung, die sich gruppentheoretisch darin ausdrückt, 
dals die Grölse 


Se: RE a NR 


eine Integralinvariante der unendlichen Gruppe aller Trans- 
formationen von £ 


(7) uf ad)! 


sei, deren Transformationen in allgemeinster Weise den Über- 
gang von einem Parameter # zu einem anderen definieren. 

Gesetzt nun, es liegt eine kontinuierliche Gruppe X/ (1) 
vor, und wir sollten deren Integralinvarianten 


SEE U ZEN EEE SB AL 


finden. Wir hätten dann zur Bestimmung von & zunächst 
die Gleichung 
Xm(Ddr — 0 
oder 
X M,d + 2.Xm (dt) —=0. 


Die letzte Gleichung wird aber, da nach Voraussetzung 
lat dX (li 0 

ist, einfach 
(8) X) —=0. 

Diese Gleichung besagt, dafs die gesuchten Funktionen 
% Differentialinvarianten unserer Gruppe X/f sein müssen. 
Um sie zu finden, haben wir nur das Symbol (1) noch für 
die Argumente von & zu erweitern und den so erhaltenen 
Ausdruck gleich Null zu setzen. Die Lösungen der sich so 
ergebenden linearen partiellen Differentialgleichung sind die 
gesuchten Invarianten. 

Die Erweiterung der vorgelegten Gruppe Xf gestaltet 
sich nun hier sehr einfach. Denn durch Variation der Glei- 
chungen 


darmd — N d=0, Ayr-d — yDdt—=0, der) — zer) dt— 0 


folgt, wenn man berücksichtigt, dafs t von Xf nicht trans- 

formiert wird, allgemein für die Inkremente der »'®* Dif- 

ferentialquotienten von &, y, z nach t 

der=D 
t 


In DB 
(9) dat= ——— En, Iym = ALERT r nl, 02 —= 


—1) 
GE 6) 
d q 


dt 


u So 


wobei 8”, 7”, &” die vollständigen »*”" Ableitungen von &, n, & 
respektive nach t bezeichnen. 
Die erste Bedingungsgleichung, der die gesuchten Funk- 
tionen 
[= 2, y, 2,0, Yy", 2,...29) 


zu genügen haben, nimmt hiernach ausführlich geschrieben 
die Form an 


10) mp + ng + et rer HE 


„ 0 
ie u 
Weiter mufs aber der ee 
Se; Yy2, sn A) dt, 


wie wir oben fanden, zugleich eine Integralinvariante der 
unendlichen Gruppe (7) 


sein, wo « eine willkürliche Funktion von ? ist. Diese 
Forderung findet ihren Ausdruck in dem Bestehen der Glei- 
chung 


Um (Adt) = 0 
oder 
CRBE UA) + Le —=0, 
wenn wir 
rt da 
ae? 
setzen. 


Auch hier müssen wir, um unsere Bedingungsgleichung 
ausführlich schreiben zu können, die Transformation Uf zu- 
nächst erweitern. Nur haben wir hier zu bedenken, dafs 
zwar t, aber nicht x, y, 2 transformiert werden. Berück- 
sichtigt man diesen Umstand, so folgt durch Variation der 
Gleichungen 


de — «d=0, dy—yd=0, de—zd=0 


zunächst für die Inkremente der ersten Differentialquotienten 
von @,y,2 nach ? 


Xd=—ıe, dy=—yuı, dd=—ka. 


SL ee 

In analoger Weise erhält man die Inkremente der zweiten 
Differentialquotienten durch Variation der Gleichungen 

de — ıdt=0, dy—y"d=0, d’—z’d=0. 
Es En sich 

oa = — (270 +Xa”),, dy’—=— (2y’a+y'e”), 
= — (27a +ze”). 

Allgemein gelten die Formeln 


(v—1) 8,1) 
(12) dan — u — a, Ay) — nn you’, 


02m) — 


GR) 
d “ Er 2) r R 


Somit wird die zweite Bedingungsgleichung die folgende 


08 08 ., 08 a 2 DIRT 02 
(13) e — — x u a Vazy ie — Zud tra) 


[4 [4 ’ „ DR (Ad % „ „ 2 
— (2y’ ae’ +y'o (88 a In. — Au‘, 


Diese Gleichung zerfällt aber wegen des Auftretens der will- 
kürlichen Funktion @ in m +4 1 Relationen, die wir erhalten, 
indem wir die Koeffizienten von «&, «',«”,...«® der Reihe 
nach gleich Null setzen. So ergiebt sich zunächst die nach 
Voraussetzung selbstverständliche Bedingung 


of 
ae 


weiter aber das Gleichungssystem 


y ’ RG Ag) 
Hy re 2 +2 nr 


gi” . 
(14) a mare: on a 
£ [4 el „ 
rtv; +: a7 +38 tt, 


Die Aufgabe ist jetzt also darauf zurückgeführt, die ge- 
meinsamen Lösungen 


N El ro 


ee 


der Gleichungen (10) und (14) zu ermitteln. Eine jede der- 
selben, die & enthält, liefert uns eine Integralinvariante 


je; URS EHYDERERN. „oa 


der vorgelegten Gruppe Xf. 
Wir formulieren die bisherigen Ergebnisse in dem folgenden 


Satz. Die Forderung, da/s die Gröfse 
Se; Y 2,03), 2ER 30.220 


eine Integralinvariante einer kontinwierlichen Gruppe sei, deren 
infinitesimale Transformationen durch das allgemeine Symbol 


Xf=&(x, y, 2) n + n(&,Y, 2) " + 8(2,9,2) 2 


gegeben sind, wird analytisch formuliert, wenn wir einerseits 
verlangen, dafs & eine Differentialinvariante der Gruppe Xf 
sei, andererseits, da/s unser Integral zugleich wnwariant bei der 
unendlichen Gruppe N 

| uf al) 

sei. 

Wir wollen nun zeigen, dafs auch das vorliegende Problem 
ähnlich wie das früher behandelte im allgemeinen auf die 
Aufsuchung von Differentialinvarianten allein zurückkommt. 
Denn nehmen wir an, wir kennten eine Differentialinvariante 7 
der vorgelegten Gruppe Xf, die nur von den Argumenten 


d d d? ; ; 
2, Te -. a abhinge und als Funktion von 
2,9y,2,%,y,8,&,... gegeben sei. Dieselbe ist dann zu- 


gleich eine Lösung der Gleichung (10) und des Systemes (14), 
wenn wir in dessen erster Gleichung nur das letzte Glied 
weggelassen denken. Wir können sie geradezu als eine Dif- 
ferentialinvariante der unendlichen Gruppe 


(15) Xu 
bezeichnen, die sowohl Xf als auch alle möglichen Para- 
metertransformationen Uf umfafst. Jedenfalls ist klar, dafs 
die Gröfse I bei den infinitesimalen Transformationen Uf 
invariant bleibt. Setzen wir nun 

dl! 


= 


ART 


und variieren wir die Gleichung 

dI— Id=0 
im Sinne der Gruppe Xf, so folgt 

A De 0% 

Variieren wir jene Gleichung dagegen vermöge Uf, so 
ergiebt sich 

UK Ir. 

Nun aber haben wir vorhin gezeigt, dals für eine be- 

liebige Integralinvariante 


Se MAY NEET ,...2m))dı 
der vorgelegten Gruppe X stets die beiden Gleichungen 
X(2) = 0 
und 
U(2) = — Bu’ 
bestehen. müssen. Vergleichen wir hiermit die beiden eben 
erhaltenen Relationen, so sehen wir, dafs das Integral 


dl 
s di 

bei der vorgelegten Gruppe invariant ist. 

So gelangen wir zu 

Theorem V. Ist I eine Differentialinvariante einer 
allgemeinen Kurve y=y(«x), 2=y(«), wobei 

E—Xt, y—Ylt), '2=Zit) 

ist, gegenüber einer gewissen kontinuierlichen Gruppe 
von Punkttransformationen des Raumes x, y, 2, und 
setzen wir voraus, dafs der Parameter t bei dieser 
Gruppe invariant bleibt, so liefert die Formel 


dlI 
7 8 
immer eine Integralinvariante der Fruppe. 


Ist ferner 
W(e, y2 dy dz ) 


’ d2’de’ 


irgend eine Differentialinvariante der Gruppe, so ist 


dI 
wa 


Sn A 


immer eine Integralinvariante und in dieser Weise 
werden alle Integralinvarianten der betreffenden 
Gruppe gefunden, die sich auf Kurven beziehen. 

Das hier ausgesprochene Theorem deckt sich, wie leicht 
zu sehen, mit dem früher formulierten Theorem III. Denn 
die soeben gefundene allgemeine Integralinvariante 


dI 
[warn 


kann offenbar auch geschrieben werden 
f wat, 


eine Form, die mit der dort aufgestellten identisch ist. 

Hiermit betrachten wir die allgemeine Theorie der In- 
varianz von Kurvenintegralen bei infinitesimalen Transforma- 
tionen des dreifach ausgedehnten Raumes als erledigt. Man 
sieht, dafs sich die vorangehenden Erörterungen ohne weiteres 
auf den »nfach ausgedehnten Raum übertragen lassen. 

Wir werden im Folgenden noch, ehe wir weitergehen, 
die Ausführungen dieses Abschnittes auf ein grölseres Beispiel 
anwenden. 


N 


Bestimmung einer Reihe von Differential- und Integralin- 
varianten der Raumkurven bei der zehngliedrigen Gruppe 
von konformen Transformationen. 


Die Gruppe der konformen Transformationen des dreifach 
ausgedehnten Raumes x, y, 2 setzt sich bekanntlich*) zusam- 
men aus zehn von einander unabhängigen infinitesimalen 
Transformationen: 


af 207, 200 

02” 0y’ 02) 
Ar oe 
Va t V 


d Ö d 
ty ten 


*) Vgl. Lie-Scheffers, Berührungstransformationen $. 443. 


of an 


at yr+) 2 22y rer 
He Ayect, 


1) 0 
du Bye +, 


von denen die I sieben die Gruppe der Ähnlichkeits- 
transformationen mit der sechsgliedrigen invarianten Unter- 
gruppe der Euklidischen Bewegungen definieren. Die Dif- 
ferentialinvarianten von Flächen bei dieser Gruppe sind bereits 
vor einiger Zeit bestimmt worden*). Wir wollen hier unser 
Augenmerk auf die Invarianten der Raumkurven richten. 

Denken wir uns dazu, wie im Vorigen, die Koordinaten 
x, y, 2 als Funktionen eines Parameters £ gegeben, so haben 
wir, um Integralinvarianten unserer Gruppe zu bestimmen, 
nach den Ausführungen des Theorems V zunächst die oben 
gegebenen Symbole nach den Zuwüchsen der «, y’, 2’, «”, ... zu 
erweitern, die so erhaltenen Ausdrücke gleich Null zu setzen 
und die gemeinsamen Lösungen des so erhaltenen zehn- 
gliedrigen vollständigen Systemes zu ermitteln. 

Erweitern wir bis zu den vierten Differentialquotienten, 
so ergiebt sich das folgende Gleichungssystem 


ER SER un 


DR dyen O8 
und weiter, mit Berücksichtigung dieser Relationen, 


A ner 22 of du „ of al of n ZZ 2a 


Ir ar PERTERSEUETRG 02 
of öf 
Ar 
‚of ‚of » of „ of m Of r Of 
u Dr 7 Au Tau Er Ge Te Br TG 


IIES WdE „ of „ RE of BR of 


F7 Er ER r ZZ RZ 
dx’ 02 0x ’ 02” 


ae Er A = DENN, 


*) Vgl. Tresse, Acta math. Bd. 18. Sur les invariants differentiels 
des groupes continus de transformations. 


ee 


ya gar ot, le 0 
a en at In 02!’ > 


Al = (at yy Her) ey Hy) (ar He) 
+l—-#’+y’+7°—ae +yy +22) a 
Bay tay" Hy 2er +02 Heat] 
+3 aa +yy tr )—an” ty" tee”) 
— [3X y +32" y+ay" Hy”) a — [32027 +32'« 
+02” +20] + aa" Hyy’ +22”) 
ee ec 


TIEHAT. [4 „m [44 „ 0 
— dry +4ya +68 y Hay Hal] 


— 4x2” +42" +60 ae’ +zel?] 2 0, 


PT. 


’ ’ of ’ Pi ’ of ’ ’ of 
Af=—Uaytyn)gg try tee) WETI) 
[4 ! „ „ 0 [2 [4 (4 „ „ 
[2 yHay Hy Hey HF + yy 
„ 0 LANA „ „ 0 {2} 4 IR: [4 „ 240 
+2 He Hay] Bay’ + By’ +ay 
‚9 of BER TR AR LE VAR N ‚9 ‚ [224 of 
ya gar HER YY HE) ray tee gr 
ERTAR RN A ‚ ‚ 0) (4 ‚m £ 22a 
— [By +32’ +98" Hey" 1, me y” + Ayo 


WEEZE 6 \£ ‚ VEN ANL WEISEN 
+6’ tayr ya) + [da —yy’+ee”) 


Sat’ 


r 3(«” ’—y +2’ )+xe —yy’’+2z2V] a 


IN (A „m IIEEIS. of S 
ae ee ee 


UN HE 
Alf =— (lat Ey HD Hate) 
Bat He] ayEHtYE Hey] 
+Ha’+Hy tr t4oa Hy er Betr 
+22" +22" By HEY +YE Hey) 
+B@ 8 +yy — zz) tar + yy — ” a 
— [dad Ad" 160° 2 Er HeTen n 


—[4y 2" +47 y’—+6y" + yz + ale 
+[4(& 2” Hy y” — 2eE)+ 3a Hy" NER ee, 
ER: 
uU ea | nn 


Die gemeinsamen Lösungen der drei ersten von den 
letzten sieben Gleichungen sind bereits von Lie in allge- 
meinster Weise bestimmt worden*). Es sind, wenn wir die 
in der unten citierten Arbeit gebrauchten Symbole beibehalten, 
die folgenden Ausdrücke 

ers abe „3% 
Ei hyire); 
x „ "aan, auch „9 di} 22: 
gs eretyyYyterr, gs —eÄ’try’tz 
(4 m F m „ m „ ‚m „HI 
—Lz +yy ER, gran hyy rer, 
ER Ad} Ad} 12, 
DE Ye 

IV EP BLV WErIE EBEN R STE 

DH Tuyı aa, De nen yiyit 22”, 
REM m IV ‚ IV ‚m IV 
mm et tyy’ tat. 

Führen wir diese ®;,; in die vier letzten Gleichungen 

unseres Systemes ein, so us die u derselben 


0 
(1) Af— ou gan +0 En +0® a a CE A 


of of of 
m 9470,17 ® 24 d0,, WS Th 


Die zweite geht darauf unter Berücksichtigung dieser Glei- 
chung über in 


*, Vgl. Lie-Scheffers, Kontinuierliche Gruppen 8. 674 ff. 
4 


Be 


„ ) 3 GE ö 
Af— ao, + 2200, — re Jun 
+ Bra +30 0 —r a + (RR R: 
72 7) ZZ of 
EN 0 — (d8 067 a 2). 


+ (270,442 0,42 0,3432 0,442" 0,,—e’@,,) nn 
+ 870,432 0,44% 0,46% 0, — 3% @s9 


Die letzten beiden, A,f=0 und 4,f=0(, folgen dann 
aus A,f==0 einfach durch Vertauschung von x mit y und 2 bez. 
Wir setzen nun 


We, 
Bf= Ach ysdf ash 
Bf=a"Aft+y”Af+E"Af 
und benutzen im folgenden an Stelle der 
Af—=0 (i=1,2,5) die von den'2,2...yy.o 
freien Gleichungen 


ö ı 0 
(Bf= Oi pe "ua ae Or za, 
. 
+ (9,1% +30;,,®g) . + 60, 0 0@ 
0 

— (5011 099 — 6 12 — Re 015) nn 

004 

of 

—+ (9,1 94 + 409,, 095 + 30,9 099) 004 


| ö 
(2) +. 000 “ 401,060, Br 099) rn —=(, 


D,f — 0 + 2(20 on e)ien A Par il 
[) 
— (2 01901349 @49 Op FR 035) _ + 6 ee. 5 
gs (3 9,9505 40;, De) + (2 9,504 — 4095 913 
= 8.013 033 + 3 0033 et a ae 


0 
r (3058441405054 305 Dun —0, 


of: of 
On NE 0 en (2 91,0, — 9,1 035) 005; 
3 Ö 

+ 3011 03 ER 12 @13 — @1ı O3: + 3022 @13) a. 

00,5 Ö gg 

Ö e 

+6(20, — 919093) nn + (60,50, — 305 0,5 
+ 40,, 953) im. + (20,504, — 9105,49 09 05; 
+ 40,9 093) nn + (30,504 + 3090,44 40,305; 


\ EN NE 
34 k 


(2)\ 


Ehe wir indessen in der Lösung dieses vollständigen 
Systemes fortfahren, wollen wir zunächst einen Blick auf die 
anderen Gleichungen werfen, die nach den Ausführungen des 
letzten Abschnittes für die gesuchten Funktionen bestehen 
müssen. Sie bilden ein zweites System von Gleichungen, 
das dem ersten zur Seite tritt, und nehmen, wenn wir unsere 
Ergebnisse auf S. 43 berücksichtigen, die folgenden Formen an 


Gr Zaren a dl 49% r 42 3 N 
SUR ge nr AR Ay mr. 
+4 tl 
Bez hy Et te + 
+60" + Bi 
Var re rl 


—+ 42” en. 0, 


Oz 


er of 
Kf=® diene nt: Darm 0. 


Es sind also im ganzen vier Gleichungen, die zu den 
obigen drei hinzutreten. Bemerkt sei noch, dafs wir die 
Bezeichnung @ an Stelle der im vorigen Abschnitt ge- 
schriebenen 2 gebrauchen. 

4* 


— 32, — 
au 
Führen wir auch in diese vier Gleichungen die Ausdrücke 


9r(i=1,2,3; k=1, 2, 3,4) als neue Variabele ein, so 


werden sie 


f 0 0 0 0 
| af Penn. + You, + kanzu, + Sonde, 


[00] 


0 
+ Bo + + Sun we 


ö 
a : 79 
0 
Hf= a + 2097, 2 + Ponae, 
Ö 
(3) ' + 803 915) a. +6 2, ! a Er 


a: nt + (609, + SR lı 


0 ö Ö 
I gar . r0® Katyapr - lt . + 40 ee a 


> 


+ 40 + (40,54 0,,) — 
0 0 f 
Kl Du Hong +05 A 


Wir haben mithin die gemeinsamen Lösungen der acht 
Gleichungen (1), (2), (3) zu suchen. 
| Indessen können wir uns wiederum die Auflösung der 
letzten vier Gleichungen (3) ersparen. Denn bei der Be- 
stimmung der Kurvendifferentialinvarianten der Euklidischen 
Bewegungen hat Lie an letzteitierter Stelle diese Gleichungen 
bereits integriert. Behalten wir die von Lie daselbst ge- 
brauchte Bezeichnungsweise bei, setzen wir also*) 


2 2 
(4) U 912013 011 023, !— 913 — 911033, W— 012 — 011022, 


w=u —vW, V=5WO — U 


und nennen wir ds das Bogenelement, r den Krümmungs- 
radius, r die Torsion unserer Raumkurven, so sind die ge- 
meinsamen Lösungen der Gleichungen (3) die folgenden 


*) Vgl. im bes. Kontinuierliche Gruppen 8. 678f. 


3 1 
eg 
er y 
dr ee 
ee, Lich 3 
& -—- = VW 
2 ds Y 2 
EL, jr 
d’r 
WATTE ds?’ 
rt 
TE: 


Aufserdem ergiebt, die erste dieser Gleichungen noch die 
Lösung 


(6) VDE. 


Ehe wir diese sechs Gröfsen in die jetzt noch übrig 
bleibenden vier Gleichungen (1) und (2) einführen können, 
haben wir noch «, und «, ausgedrückt in den ®;, zu berechnen. 

Wir gewinnen diese Ausdrücke durch einfache Differen- 
tiation von «, und «, bezüglich nach ds, wenn wir nur be- 
rücksichtigen, dafs 


Q ds Voydt, 


ist. Führen wir zur Abkürzung der Formeln noch die Aus- 
drücke 


R [} 
@;1 


9, — 090,5 — 9,9 W955 0 — 0,3, 095 — 0,9053, 


0; — 0,5@,4 —— 9,1894 09, — 0,50,4 — 0,1054 


ein, so folgt zunächst 


dw 

De 

du 

Eee u +, + @s, 

dv 

run 2(8+9,), 

dy 4 

7 = I9u0, + two; + 3Wog — 8,0 — 9,105, 


ae 
x | 
= — 2u(@, +9) —2w(&+09,). 


ih ae 


Sodann ergiebt sich mit Benutzung der Relationen 
90% = OU — WO,;, 
0,19% = WU TUDs 
nach einiger Rechnung 
1 5 
(8) 4=auı?w ? (4w?o,;+3W0,+ 0,4 — 0,0; — Au}, 
: 1 
5=4 ’oı w" Iw(uo,—wo,)— 2uy\. 
Um jetzt die Gröfsen (5) und (6) in die Gleichungen (1) 
und (2) einzuführen, bilden wir 
Aw=?2w, Au=2u, Ar—=%», Ad—=3Y%, Ay—4y, 


EC — . 
Aw, —20,, Ao,=29,; 


—2 


& & & 
da: Ay=0, Au——,; Ay. Au, =— 0,, 
4 9 
EERERE 


Weiterhin wird 

Bw—=0, Bu=3o,w, Bv—6o,u, Byv=0, By=0, 
B,0—=2%+6o,u, Bo,—30,,0; + 4v0,, + 60,4; 
Bu=0, Bu=0, Bun—0, Ba 21 5 

B,«, = — 20, Vo, , Do, =). 
Ebenso folgt 
Bw=—20,%W, Bu=—09,% Btvt=0, Bti—=—0,%, 
By =—20,,%, D0 — 305% — 0,0 + 40,,@,, 
5,0, = 40,0% + 90,4; 


b,0, — 9,%5 DB, 6, — 20,1%, B,6, = 9,703, 


1 
4 0? 2 —— 
Bu 2 2 Be 
B,a, = 0,,(20,+0,0; STE Bat 0); 
4 2 > 
= a a Se 


Endlich erhält man 
B,w=—2o,u, Bu=—o,(+350,), Bev=—60,,0,, 
B,v = 9,,(0,,9 —3U0Q,,), Bx=— 60,5%; 
B, 0; = 3 @,;W — 39,90, — 9,,%y; 


SR 
und eine längere Ausrechnung ergiebt 


ie —1 
Do, = 0, UWT'0,, 


2 —1 
B,&, = — o9ıı dıda? + 20, UW Gy, 
ar 
2 a 
Fl 9. 
B,a, = -- 01 (0, + 2a,0,‘) 
4 2 > 
Re 
+ 0,uw1(20,+00’+ ee U Alt a, 


1 
+ 209, ? W’, {0,5 UW — 0; W? — RX}; 


3 
KER 2 (8,0, 3 
D,0, = — 011 = — 0°) 
4 0 2 - 
[204 73,5% 
Ze ALERT PER u 
+ 9,,uw Re m NEL ET 


% 
+ 20,, ? wo, (0,00 — 0,50 — 17}: 
D.o, —0. 
Hiernach nehmen die letzten vier Gleichungen des Pro- 


blemes ausgedrückt in den Variabelen «, ...«,, 9, die folgen- 
den Formen an: 


Die Gleichung (1) geht über in 


of of of of of 
Dre ud — ug 2 ana pr le 


Die erste der FR (2) wird einfach 
| Ö 
Bf—wg +; —0. 


Die zweite der Gleichungen (2) reduciert sich mit Berück- 
siehtigung dieser letzten Gleichung auf 


6 0 7 
Bf—=a,,r +2« E4a,; SE +20, +a a) +, - 


und die dritte wird endlich mit Beachtung der beiden letzten 
Gleichungen zunächst 


of & u 
LEE Fre +22 3, t (age 2oges‘), 


u 


u 


EST RE 
oder, durch «, dividiert, einfacher | 
0 0 0 
D,f—=0,0,7,, er er 2 Er + (10H 200) 52 hr “ — 1,2) En —(). 


Diese vier Gleichungen haben wir jetzt noch zu integrieren. 
Sie bilden nach wie vor ein vollständiges System. Die Klam- 
merausdrücke geben 


(BB)=Bf, (BB)=0, (BB)=0, (BB)—=0, 
(B,B;) — 0, 
Die Gleichung D,f=0 ergiebt zunächst die Lösungen 

9), h=m B—m, P—%, Pr — a, — d;, PB. 


Führen wir die letzteren in die drei anderen Gleichungen ein, 
so gehen diese über in 


nn — urn Pr 0, 
Gh + 23h Au re 0, 
Gf= BBsctn +3 Aa 0 —o. 


Die Gleichung Be — () ist äquivalent Be simultanen 
System 


und liefert als solches die Lösungen 


H=Pß; %»=bıßs; Behr, 9, = Pı9ı- 


Nach Einführung derselben in die anderen beiden Gleichungen 
erhält man 


9 0 5 1.9, 0 9 
Be tr, 


2 9% 209 
» of 3 PERER® Ya’ of Be 
D,f= 9 dm ne u Z nn REN ER =(), 


D,f = 0 entspricht dem Simultansystem 


dy, __ Ay _2ysdys __ dp 


Ya Yı 3yı Ya 3 0 
mit den Integralen 


= Med, 0, = ee 95- 


BEN 3, 
Die letzte Gleichung wird dann 


Ef 4, Bi m a + P3 . ze 


Sie ist äquivalent dem ee 


OENB 


46, 56, Ps 


(10) U a 
v5, v5 
Die erste dieser beiden Lösungen enthält offenbar p und 


da sie sonst nur von d, abhängig ist, so wird sie uns die 
niedrigste Integralinvariante 


I= /pdt 
bei unserer Gruppe liefern. Um die letztere ihrer wirklichen 
Form nach, d. h. ausgedrückt in den «@,...«,, zu ermitteln, 


substituieren wir in unserer ersten Lösung rückwärts gehend 
der Reihe nach die y,, ß,, «, und erhalten so, wenn wir 
gleichzeitig successive 9, durch @,, p ausdrücken, schliefslich 
.die erste Lösung in der Form 


(11) 9) — „Yen Vo — 0. 


Als solche liefert sie ee mit Berücksichtigung unserer 
Formeln (5) und (7) die En 


12) a 


Man kann aus dieser = des invarianten Integrales 
leicht einige bemerkenswerte Folgerungen ableiten. Denn ist 
allgemein ein Integral der Form 


Amy Yı®..) 
ı Bay.) 99 
bei einer vorgelegten Gruppe Xf invariant, wo A und B ganze 
Funktionen ohne gemeinsamen Teiler sind, besteht also die 


Gleichung 
BX(A) — AX(B) 


B:? 7 nn (&&-+ 8,4’ + &:2)), 


we 


so besagt dieser Umstand nichts anderes, als dafs die Glei- 
chungen A=0, B==0 einzeln bei unserer Gruppe invariant 
bleiben. Dasselbe läfst sich beweisen, wenn ein Integral 
der Form 


JA; y,2,%...).B(a,y,2,Y..)de 


bei der Gruppe Xf invariant ist. Wir können daher aus 
unserem obigen Ergebnis ohne weiteres folgern, da/s bei der 
konformen Gruppe des Raumes die folgenden Differentialglei- 
chungen ihre Form bewahren 


Die ersten zwei lassen sich ersetzen durch die gewöhn-, 
liche Differentialgleichung erster Ordnung 


I+y°+ 2° =0; 
die letzte zerfällt in die beiden gewöhnlichen Differential- 
gleichungen dritter Ordnung 


dr dr 
a a 


die Beziehungen zwischen dem Krümmungsradius r, der 


® 5 .. dr D . . 
Torsion r und der Grölse Is beı den ıinvarıanten Kurven- 


scharen darstellen. — 

Das niedrigste invariante Kurvenintegral unserer Gruppe 
‘ ist, wie man sieht, von dritter Ordnung. Die oben gefundene 
-. Lösung J ist nun sicher von vierter Ordnung. Sie 
ist die miedrigste Differentialinvariante von Kurven bei unserer 
Gruppe. Drücken wir sie ebenfalls successive in den y,, ß,, &, 
aus, so geht sie schliefslich über in | 


5 
a’ — ’(@ u — 0% %;) 
Vo’—a,?0,° 


und erhält mit Substitution der Werte (5) die Form 
1 dir dr ds 
Ver Rn 


SU 21 


Die allgemeine Integralinvariante vierter Ordnung können 
wir nunmehr schreiben 


JWON AI, 


wo W eine willkürliche Funktion von J bezeichnet. Hiermit 
sind aber unsere Ergebnisse noch nicht erschöpft. Wir er- 
kennen vielmehr, da/s man aus unserer Differentialinvariante 
J und unserer Integralinvariante I jetzt nach den Aus- 
führungen des zweiten Abschnittes ohne weiteres je eine Dif- 
ferentialinvariante fünfter, sechster ... m’ Ordnung ableiten 
kann, indem man einfach bilde 


dJ d2I amt I 
BETEN ET RN 
Wir gewinnen überhaupt so die ganze eine Reihe von 
‚Differentialinvarianten der Raumkurven bei der Gruppe aller 


konformen Transformationen. Die allgemeine zugehörige Integral- 
invartante aber besitzt dann die Form 


ee ar 


Hierin ist W eine beliebige Funktion seiner Argumente. 


VE 
Allgemeine Verwertung invarianter Kurvenintegrale für die 


Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen in 
drei Veränderlichen z, y, 2. 


Wir behandeln in diesem Abschnitt eingehender und aus- 
führlicher die Frage, die Lie in der schon mehrfach angeführten 
Arbeit*) für den allgemeineren Fall erledigt hat, wie man 
nämlich den Umstand, dafs man ein bei der vorgelegten 
infinitesimalen Transformation Xf invarıantes Kurvenintegral 
von vornherein kennt, zur Integration der linearen partiellen 
Differentialgleichung Xf = 0, oder, anders gesagt, zur Auf- 
findung der Bahnkurven der infinitesimalen Transformation 
Xf in gröfstmöglicher Weise verwerten kann. In jedem Fall 


*, Vgl. im besonderen Leipziger Berichte 1897, S. 401ff. 


ir El 


wird sich zeigen, dals vermöge des Bekanntseins einer Integral- 
invariante unserer Art sich immer Vereinfachungen im In- 
tegrationsgeschäft der Gleichung Xf = 0 ergeben. In einem 
letzten Abschnitt werden wir dann noch speziell auf die 
Verhältnisse zu sprechen kommen, die bei Bekanntsein in- 
varianter Kurvenintegrale von erster Ordnung eintreten können. 

Es sei also eine infinitesimale Transformation Xf mit 
dem allgemeinen Symbol 


MD Xf-&@u2)5.+n@ yo) = +4) 


gegeben und ein Integral von der Form 


(2) SE ol, y,2,Yy,2,Y... 2m) dx 

bekannt, das bei ihr invariant bleibt. Aufgabe ist, die Bahn- 

kurven der von Xf erzeugten eingliedrigen Gruppe zu finden. 
Hierzu müssen wir bekanntlich die lineare partielle Dif- 

ferentialgleichung | 


3) wurd + end) 


integrieren. Wir fragen nun, wie sich die Integration dieser 
Gleichung vermöge der bekannten Integralinvariante (2) von 
Xf vereinfacht. 

Denken wir uns zunächst, wir kennien bereits die end- 
lichen Gleichungen 


— X(2,y,2,0), „= Y(@,9y20), 2 = Z(® 9% 2, 6) 


der a Gruppe Xf. Es beständen dann die beiden 
Gleichungen 


0 0 0 
(4). 8(21,9%1,2) nn H CHR Bu ACH 


0 of 7) 
&(, Y; + na, Y, 2), + 8 Y, a 
und | 
(2,420, >21 )da = p(X, Y,2; Ya ..)da 
oder 


7 7 dx erY 
2) Pa, 2, 52 .) Fr —= o(8,y,2,Y,2 +), 


deren erste uns einfach aussagt, dals das Symbol X/ bei 
Einführung der neuen Variabelen seine Form bewahrt, 


it de 


während die letzte der Invarianz des gegebenen Integrales 
bei unserer Transformation entspricht. 

Es hängt nun, wie Lie in der oben genannten Arbeit 
zeigt, alles davon ab, ob die Transformationen der einglied- 
drigen Gruppe Xf die einzigen sind, welche die Gleichungen 
(4) und (5) erfüllen, oder nicht. Im ersteren Falle ergeben 
sich die bedeutendsten Vereinfachungen der gestellten Aufgabe. 
Giebt es indessen noch weitere Transformationen z,—=L(x,y,2), 
y=M(z,y,2), 22 =N(&,y,2), die unsere beiden Bedingungs- 
gleichungen (4) und (5) erfüllen, so zeigt die Form der 
letzteren ohne weiteres, dafs diese 'Transformationen eine 
Gruppe bilden. Denn sind 


rl BE Bee RO N? 
2 D(3I U 2.0 250%) 
die allgemeinsten Transformationen, die den Gleichungen (4) 
und (5) genügen, und führen wir, indem wir den willkür- 
lichen Konstanten c,...c„ die festen Werte a,...a, bi... Du 
respektive erteilen, die beiden Transformationen 
ala u 20a) ENT 2, 2er, 
a Pin, y, 2, %.2.0,); 
Eee a RE RR 
— Na 1030.) 
nach einander in R Gleichungen a und (5) ein, so folgt, 


gebrauchen wir für die linke Seite der Gleichung (4) das 
Symbol X,f und ähnlich sodann X, f, 


Xf= Xf, 
Xf= A,f, 
also auch 
Xf=Xf; 
ebenso ergiebt sich aus 
‚ ‚ da, 
9(% , Y, 2» Yı>?ı>'** Fr 62 Y, 2, y', 2, ne), 
’ d ’ ! 
Pla, Ya, das Ya: 2a .) 1 Pa Ir York“) 


die Relation 


dd, 


D(Xg, Yar 2gı Ya» 2g 3° ) pie Y,2,Y,2,-'.). 


° 


BI 


Hiermit ist die Gruppeneigenschaft unserer Transformationen 
bewiesen. 

Diese Gruppe kann nun unter Umständen gemischt sein. 
Sie enthält dann aber stets eine invariante kontinuierliche 
Gruppe @. Die letztere ist es, die, wie wir sehen werden, 
das Problem beherrscht. 

Um diese Gruppe zu finden, setzen wir zuvörderst in 
unserer Gleichung (4), die offenbar für beliebige Funktionen 
f(x, y, 2) gilt, nach einander f gleich «,, Y,, £,. So erhalten 
wir aus dieser Gleichung drei andere 


Eau 4 2) = E@ ne) Ga + nam) + Ey 
(6) rn ee Fa FE 


(2: YA) = ER v2) tn v2) He ye) Zt Zu 


Sodann können wir in unserer zweiten Bedingungsgleichung 
(5) die sämtlichen Differentialquotienten Yırfı, Yy ... ohne 
weiteres als Funktionen der Gröfsen y’,z’,y”... und der 
partiellen Differentialquotienten von &,, Y,, 2, nach &, y, 2 
ausdrücken. Denn es ist ja 


N De 09 02 
1.7 a0 lan oe sad 

M) at 
u an Ca 

ee RR dy? 02 

1. 

at 


u. s. w. »o erhalten wir mit Einsetzung dieser Rena E 
in Gleichung (5), wenn wir uns noch 


dx 0x = = y 
(8) ee 0% =. 0%, on ne 
geschrieben denken, eine ii. Horn 
a et, 
de Day 


4 X Y,25 4, 2,Yy - )= play) 


oder einfach 


(9) Wanna 


er 


Diese Gleichung mufs nun identisch in den y’,2’,y”... 

erfüllt sein. Sie zerfällt daher in eine Anzahl von Relationen 
(10) S2; (a, Ye, 2 H..)—0. 
Auf diese Weise erhält man eine Reihe partieller Differential- 
gleichungen, welche die Gröfsen x,, Y,, 2, als Funktionen von 
x, y, 2 bestimmen. Das System der Gleichungen (6) und (10) 
giebt uns geradezw die Definitionsgleichungen der endlichen 
Transformationen der gesuchten Gruppe @. 

Hier gilt nun nach den allgemeinen Lieschen Theorien 
der Satz, dals sich diese Definitionsgleichungen stets auf die 
Formen 


02, 
(11) Jr (21: Yu 2, Ze) — Bi, Y; 2) 


bringen lassen, wo die J, Differentialinvarianten der gesuchten 
Gruppe @ bezeichnen und überdies ein volles System von Dif- 
ferentialinvarianten bilden. 

Insbesondere wird es daher, wenn die amnan @ nicht 
mehr als zwei infinitesimale Transformationen, X/ und Yf, 
enthält, unter diesen Differentialinvarıanten mindestens eine 
von nullter Ordnung 


I (1, 91,2) = Jıl@, Y, 2) 

geben, die man durch Elimination sämtlicher Ableitungen 
von 2, Yır £ı nach x, y, 2 aus den Gleichungen (11) a 
Geben wir &,y,2 feste Werte, so stellt dieselbe eo ipso eine 
Lösung der linearen Dartiellen Differentialgleichung X, f = 0 
dar. Zur Auffindung der zweiten Lösung haben wir dann 
nur an Stelle von &,,Y,,2, etwa z,,%,,J, als neue Variable 
Xf einzuführen. Die Aufgabe erfordert alsdann nach bekannten 
Regeln nur noch die Ausführung einer Quadratur. 

Umfafst die Gruppe @ dagegen blos die Transformationen 
der eingliedrigen Gruppe Xf, so drückt sich dieser Umstand 
dadurch aus, dafs sich aus den Gleichungen (11) durch Elı- 
mination der partiellen Differentialquotienten sicher zwei 
Differentialinvarianten nullter Ordnung ergeben, die dann 
zwei von einander unabhängige Lösungen unserer Differential- 
gleichung X,f = 0 liefern, nämlich‘ 


I (2,9, A) 4a, Kl, A) @- 


ne 
Hierdurch sind aber die Bahnkurven der von Xf erzeugten 
Gruppe bestimmt. 

Der Natur der Sache nach sind hier eine grofse Anzahl 
Fälle möglich. Wir wollen jedoch hier nur wieder auf die 
schon längst von Lie veröffentlichten Arbeiten über die Theorie 
der Definitionsgleichungen der endlichen Transformationen 
einer Gruppe*) verweisen, werden aber dann an einem 
specielleren Fall ein anschauliches Beispiel für unsere Aus- 
führungen geben. Jedenfalls erkennt man, dafs das ganze 
Problem von der Gruppe @ beherrscht wird. | 

Wir fassen unsere Hauptergebnisse noch einmal zusam- 
men in dem 

Theorem VI. Ein bei der infinitesimalen Trans- 
formation 


0 7 0 
EICHE LICH ICH); 
invariantes Kurvenintegral 


IK 9,2, 452,9 ar 

kann stets für die Auffindung der Bahnkurven von 
Xf verwertet werden. Ergiebt insbesondere die Unter- 
suchung, da/s die Transformationen der von Xf er- 
zeugten eingliedrigen Gruppe die einzigen sind, welche 
gewisse Bedingungsgleichungen (11) erfüllen, so er- 
fordert die Ermittelung der Bahnkurven von Xf nur 
ausführbare Operationen. Erhält man au/ser Xf noch 
eine und nur eine von Xf unabhängige infinitesimale 
Transformation Yf der verlangten Eigenschaft, so 
erfordert die Lösung der Aufgabe höchstens eine 
Yuadratur. 

Im allgemeinen wird das Problem stets darauf 
zurückgeführt, die Definitonsgleichungen der endlichen 
Gleichungen einer Gruppe zu integrieren. 

Betrachten wir beispielsweise den Fall, dafs das bekannte 
invariante Integral von erster Ordnung sei und dabei die Form 


[(«@ 2) +B@ u )y +v@y,2)r) dx 
habe. Hier wird die Gleichung (5) 


*), Vgl. Lie, Math. Ann. Bd. 25, S. 115ff. Leipz. Ber. 1891, S. 316f. 


Ze re 


‚ fd [4 d 1 
5) Te, 4,21) + Bl Yu 2ı)Yı + PRı > Yı> 21)2ı ] Fra 
= (a, y,2) + Bl u 2)y + Yla, 9, 2)2 
nach den Substitutionen (7) und (8) 


at N nn 2) + Bam +) 


2) + r(&1 Yı> 2) (@+--) 
= (2,92) + By 2)y" + ra, u 27‘. 


So erhalten wir die Relationen 
day) ge + Mayr) + ray) ee), 
(10) 1 a2) Ge + Ban) 4929021) “ — (2,42), 
ya)? Ze ‚+ Pla, y4)5z 27 Lyla,y2) Fri 46223) 


Diese Gleichungen zusammen mit dem System (6) definieren 
die Gruppe des Problemes. Wir sehen, dafs die Gleichungen 
(10°) bereits in der Form (11) auftreten. Die Gleichungen 
(6) können ohne weiteres ebenfalls auf diese Form gebracht 
werden. Wir wollen dies nicht ausführen. Wir erkennen 
ferner sofort, dals sich aus diesen im ganzen sechs Glei- 


chungen mit einem Male die sämtlichen partiellen Differential- 


: ER : 
quotienten 5,7, eliminieren lassen, wenn wir nur die 


Gleichungen (6) der Reihe nach mit «(z, , %,, 21), B(&; Yı> 21)» 
y(&, Yı, 21), die Relationen (10°) der Reihe nach mit &(z, 4,2), 
n(z,y,2), &(&,y,2) multiplizieren und sodann alle sechs so 
erhaltenen Beziehungen addieren. Es ergiebt sich 


(2, Yı> 2)E(& 9; 21) + Bla; Yı, A), 9, A) 
+ Y(&: %ı, 21) 8A, 9; 21) 
—.u(8,y,2)5(@,9,2)+ P(@,92)n@y,2) + 98,92) 89,2). 


Hiermit ist eine Invariante nullter Ordnung bei der gegebenen 
infinitesimalen Transformation Xf gefunden, und wir ge- 
5 


rue 


langen durch höchst einfache Operationen zu dem. bekann- 
ten*) Satz 
Satz 1. Läfst eine infinitesimale Transformation 


Kanten, +@ vr 


ein Integral der Form 


[«(&, y, 2) dx + Ba, y, 2) dy + y(, y, 2) de 
invariant, so ist der Ausdruck 


e&+Pn+ pr 
stets eine Lösung der linearen partiellen Differentialgleichung 
Are. 

Naturgemäls können wir die Gruppe des Problemes hier 
nicht weiter bestimmen. Dazu ist das letztere doch noch zu 
allgemein. Jedenfalls ergiebt sich aber aus dem Bestehen 
der einen und nur einen Invariante von nullter Ordnung, 
dafs die Gruppe @ im günstigsten Falle zweigliedrig ist. In 
diesem Fall würde dann nur noch eine Quadratur zur Be- 
stimmung der Bahnkurven von Xf nötig sein. — 

Es kann nun unter Umständen auch angebracht erscheinen, 
die infinitesimalen Transformationen der gesuchten Gruppe @ 
zu bestimmen. Wir geben im Folgenden daher in aller Kürze 
die Rechnungen, wie sie sich im allgemeinen für diesen Fall 
gestalten. 

Gesetzt man hätte eine infinitesimale Transformation der 
gesuchten Gruppe G, etwa | 


d 0 of, 
a2) Via, tan dt ren. 


Dieselbe bestimmt dann eine endliche Transformation, deren 
Reihenentwickelung beginnt 


(15) L—=CcH+ NM, Y, 2)dt + ig —Yy-+ u(&,y,2)dt+ ge) 
2 —=z+v(&,y,2)öti+ van, 
Setzen wir diese Ausdrücke in unsere fundamentalen Glei- 


chungen (5) und (6) ein, so folgen zunächst nach den letzteren 
die Relationen 


*) Vgl. Lie, Leipziger Ber. 1897, S. 354f. — Königs, Comptes 
Rendus, Paris, 9. Dez. 1895. 


EN 2 RE 


UE) = AA), 
aa) Un) — Xu), 
U) — Xv): 


Dieselben sagen aus, dafs jedenfalls die Transformationen 
Uf mit Xf vertauschbar sein müssen. Weiter geht Glei- 
chung (5) über in 


P@yuaY,2) + Up)8t+ I + st. 
vurn p(ı, Y, 2, y', 2. DE 


oder man hat mit Vernachlässigung unendlich kleiner Gröfsen 
von höherer als erster Ordnung 


(15) +++). 


Es ist dies wieder die schon früher aufgestellte Bedingung 
dafür, dafs unser Integral bei den infinitesimalen Transforma- 
tionen Uf invariant sei. Wir haben also das allgemeine 
Symbol Uf nach den im ersten Abschnitt gegebenen Regeln 
zu erweitern und die so erhaltene erweiterte Transformation 
auf die Grölse p ausgeübt in Gleichung (15) einzusetzen. 
Auf diese Weise folgt eine Gleichung von der Form 


’ PER, oh 0°u 0° 
(16) Ww (29,5% ‚? a —(, 
welche identisch in den y’,2’... gelten muls und also in eine 
Anzahl Relationen 
‚ OA 
(17) 8; (8,9, 2, 4,89, 25) — 0 


zerfällt. Die Gleichungen (14) und (17) zusammen bilden 
die Definitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen 
der gesuchten Gruppe, indem sie die Grölsen A, u, v als 
Funktionen von x, y, 2 bestimmen. Sie können bekanntlich *), 
wenn ihre allgemeinen Lösungen nur von Konstanten ab- 
hängen, durch Differentiation und Elimination auf eine Form 
gebracht werden, in welcher sich alle partiellen Differential- 
quotienten einer gewissen Ordnung durch die niederen und 
etwa noch durch x, y, 2 ausdrücken, während dasselbe für 


”) Vgl. Theorie der Transformationsgruppen Bd. I, S. 185 ff. 


5*F 


ra 


die Differentialgquotienten der nächst niederen Ordnung nicht 
der Fall ist. Auch hier können sich unter Umständen ohne 
weiteres Lösungen von Xf = 0 ergeben; es hängt dies natur- 
gemäls vom besonderen Fall ab. 

Wir wollen zum Schlufs noch, indem wir hiermit die 
Aufgabe, die wir uns im gegenwärtigen Abschnitt gestellt 
hatten, für erledigt erachten, auch die zuletzt gegebene Theorie 
auf unser oben betrachtetes Beispiel anwenden, um zu sehen, 
wie sich hierbei die Behandlung gestaltet. 

Es habe also das bei Xf invariante Integral die Form 


[Te u 2) + Bu 2)y’ + 78 9, 2)2 Jar. 
Die Gleichung (15) wird hierfür 
Ua) + UlB)y + Ulr)z 
a N VE) 
4 (+ y+ ng ey 2) 
+ lea&y2)+Blau2)y +r(292) a 4 ö Ver . 2)—0. 


Diese zerfällt aber in die drei Relationen 


(15) 


Vet +ptry2—0, 
(17) ++ tr =, 


Ute thätrz—0. 

Die letzteren bestimmen mit den Gleichungen (14) zu- 
sammen die Gruppe des Problemes in ihren infinitesimalen 
Transformationen. Multiplizieren wir die Gleichungen (17') 
mit &(&,y,2), n(&,Yy,2), 8(&,Yy,2) bezüglich und addieren 
sodann, so ergiebt sich 


(18) Ula)E+ UlB)n+ Uly)EtaeX(a)+BX(u)+YX(w)=0, 
oder nach den Beziehungen (14) 
(19) TKa)6+ Un + Up) UGe + Um)B+ UOy—O 


Das Bestehen dieser Gleichung drückt aber bekanntlich dasselbe 
aus, was wir oben als Ergebnis erhielten, dafs nämlich die Gröfse 


«st Pm+yYE 
eine Lösung der Gleichung Uf= 0, also auch der Gleichung 
X — Urist 

Um ferner unsere Definitionsgleichungen (14) und (17) 
auf die oben gekennzeichnete kanonische Form zu bringen, 
differentiieren wir die erste der Gleichungen (17) partiell 
nach y, die zweite nach x; sodann die erste nach z, die dritte 
nach x; schliefslich die zweite nach z, die dritte nach y. So 
erhalten wir drei Paare von Gleichungen, die indessen noch 
die zweiten Differentialquotienten von A, u, v nach x, y, 2 
enthalten. Wir eliminieren die letzteren durch Subtraktion. 
Es ergeben sich dabei noch drei weitere in den ersten 
partiellen Differentialquotienten von A, u, v nach &, y, 2 lineare 
Gleichungen zu unseren obigen sechs von (14) und (17) 
hinzu. Aus diesen im ganzen neun in den ersten partiellen 
Differentialquotienten von A, u, v nach &, y, 2 linearen Glei- 
chungen lassen sich von den letzteren, ebenfalls neun an der 
Zahl, im besten Falle acht als Funktionen von A, u, v, x, y, 2 
ausdrücken. Aufserdem besteht nun noch die von jenen 
Differentialquotienten freie Relation (19) in den Gröfsen A, 
U,V, &%, Y,2. 

Hieraus erkennt man wiederum, dafs im günstigsten 
Falle die Gruppe @ zweigliedrig ist, ein Resultat, zu dem 
wir schon oben gelangten. 

Wir wollen schliefslich die Bemerkung nicht unterlassen, 
dafs sich das in diesem Abschnitt behandelte Problem, wie 
man leicht sieht, nach verschiedenen Richtungen verallge- 
meinern läfst. Unter andern könnten mehrere bei Xf in- 
variante Kurvenintegrale gegeben sein. In diesem Fall würde 
dann auch unser Theorem II ausgiebige Verwertung finden. 
Ziehen wir z. B. wieder den in Satz 1 dieses Abschnittes 
formulierten Fall in Betracht, so ergiebt sich ohne weiteres 

Satz 2. Lä/st die infinitesimale Transformation 


0 7 7 
xXf—&a,y,) 2.4 CH a, %E 
die beiden Integrale 
Sir v2) + By, 2)y’ + r(& 9, 2’ ]de 


[M@, y, 2) («+ By’ +Yz)de 


und 


Bee 

invariant, so sind die beiden Gröfsen 
+ Pn+yYE 

M(®,9, 2) 


Lösungen der linearen partiellen Differentialgleichung Xf=d. 
Man kennt also hier im günstigsten Falle die Bahnkurven 
der von Xf erzeugten eingliedrigen Gruppe von vornherein. 


und 


VL. 


Zusammenhang gewisser invarianter Kurvenintegrale erster 
Ordnung mit invarianten partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung und dementsprechende Verwertung derselben. 


Während die im vorigen Abschnitt gegebene Theorie 
betreffend die Verwertung bekannter Kurvenintegralinvarian- 
ten zur Bestimmung der Bahnkurven der sie invariant lassen- 
den ıinfinitesimalen Transformation Xf in allen Fällen an- 
wendbar ist, geben wir im folgenden noch einige besondere 
Anweisungen zur Verwertung gewisser invarilanter Kurven- 
integrale erster Ordnung, die mit den von Lie gegebenen 
Regeln für die Verwertung invarianter Flächenintegrale sich 
stellenweise nahe berühren werden. 

Wir nehmen wieder an, eine infinitesimale Transformation 


(1) Xf=&(&,y,2) z + n(&, Y, 2) 7 + &(@, 9, Dr 


sei vorgelegt und ein bei ihr invariantes Kurvenintegral sei 


bekannt. Es habe die Form 
(2) [p(&, y, 2, y, 7) de, 


wobei wir ein für allemal voraussetzen wollen, dafs die 
Funktion @ nicht linear in y’, 2° sei. Die Aufgabe ist, unser 
invariantes Integral zur Auffindung der Bahnkurven von Xf 
zu verwerten. 

Das Bestehen der Integralinvariante (2) hat nun nach 
Satz 1 des ersten Abschnittes die Bedeutung, dafs die Gleichung 


(3) 98,9, 2,432) — 0 


A 


bei der infinitesimalen Transformation Xf invariant bleibt, 
indem die Relation 


(4) X (p)= — 9(&+ 8,4’ + 8:2) 


besteht, wenn wir mit X’f das Symbol der einmal erweiterten 
infinitesimalen Transformation Xf bezeichnen. 
Betrachten wir nun einmal die Gleichung 9=0! Denken 
wir uns darin 
‚ dy / dz 
IT au de 


gesetzt, so erhalten wir offenbar eine in den Differentialen 
dx, dy, dz homogene Gleichung 


(5) ı(®,y, 2, da,uy,de)—=0, 


d. h. eine sogenannte Mongesche Gleichung. Jedem Punkte 
des Raumes &, y, 2 wird durch sie ein Kegel von oo! Fort- 
schreitungsrichtungen zugeordnet mit dem Punkt selbst als 
Spitze*). Von Singularitäten sehen wir ab. Gehen wir von 
einem allgemeinen Punkte aus längs irgend eines von ihm 
ausgehenden Linienelementes, welches der Gleichung (5) ge- 
nügt, bis zum unendlich benachbarten Punkte und von diesem 
aus wieder einer Fortschreitungsrichtung seines Elementar- 
kegels nach, so beschreiben wir, fahren wir so fort, eine 
Integralkurve unserer Mongeschen Gleichung Y = 0, deren 
es hiernach ©” giebt. Wir können uns dieselben beliebig 
in Flächen geordnet denken. 

Die Invarianz der Mongeschen Gleichung (5) bei Aus- 
führung von Xf hat nun aber bekanntlich die geometrische 
Bedeutung, dafs unsere Transformation Xf die Integralkurven 
der Gleichung Y) = 0 unter einander vertauscht, indem sie 
diese längs ihrer ©? Bahnkurven in einander überführt. Es 
entstehen so, da wir die 00° Bahnkurven von Xf, welche 
den Raum erfüllen, auf alle mögliche Weise in Scharen zu 
ool, d. h. zu Flächen, zusammenfassen können, oo” viele 
Flächen, die zugleich von je oo! dieser Bahnkurven und x! 
Integralkurven der Mongeschen Gleichung Y =0 erzeugt 
sind. Unter diesen Flächen, die zusammen sämtliche Integral- 
kurven unserer Mongeschen Gleichung sowie sämtliche Bahn- 


”) Vgl. Lie-Scheffers, Berührungstransfn, Absch. I, Kap. 7. 


kurven von Xf enthalten, befinden sich nun insbesondere *) 
oo! solche, die in allen ihren Punkten von den diesen zu- 
geordneten Elementarkegeln berührt werden. Dieselben sind 
dann zugleich Integralflächen der partiellen Differentialglei- 
chung erster Ordnung, die nach bekannten Regeln unserer 
Mongeschen Gleichung d = O entspricht und die überhaupt 
alle Flächen darstellt, die in jedem ihrer Punkte von dem 
ihm durch unsere Mongesche Gleichung zugeordneten Elemen- 
tarkegel berührt werden. Diese partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung wird bekanntlich erhalten, wenn man die 
Grölsen dx, dy, dz, an deren Stelle wir uns auch nach 
Division unserer Gleichung ) —=0 durch dt die Grölsen «, y', 2’ 
geschrieben denken können, aus den drei Gleichungen 


DE. YET, U 0 


Ne ee 
re Da, 
eliminiert. Wir wollen diese partielle Differentialgleichung mit 
(6) D(®, Y,2,P; = | 


bezeichnen. Sie ist in p und qg von demselben Grade wie 
die ursprüngliche Gleichung $ = 0 in den Gröfsen d«, dy, 
dz, d. h. nach Voraussetzung nicht linear in p und g. 

Hiermit haben wir aber den Anschlufs an Lies Theorie 
der Verwertung eines invarianten Flächenintegrales zur Inte- 
gration der Gleichung Xf= 0 erreicht**). Denn der Um- 
stand, dafs unsere partielle Differentialgleichung (6) oo! In- 
tegralflächen besitzt, die zugleich von Bahnkurven der 
intinitesimalen Transformation Xf erzeugt werden, drückt 
sich analytisch dadurch aus, dafs die beiden partiellen Dif- 
ferentialgleichungen 


(7) 2a, )—-I, tm—i=0 
oo! gemeinsame Integralflächen 
u(z,Yy,2) = const 
besitzen, indem eine Relation 
(8) X(®) —o(8,y,2,9,q)® 


*) Vgl. zum Folgenden Lie-Scheffers, Berührungstransfn. $S. 260 ff. 
**, Vgl. Lie, Leipziger Berichte 1897. 8. 387 ff. 
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besteht, die nichts anderes aussagt, als die selbstverständliche 
Thatsache, dafs die partielle Differentialgleichung ® = 0 von 
unserer infinitesimalen Transformation Xf invariant gelassen 
wird. 

Diese oo! gemeinsamen Integralflächen u = const. werden 
nun nach bekannten Regeln durch Integration einer totalen 
Differentialgleichung 


dz — P(x, y, 2) dx — Q(a,y,2)dy = 0 


gefunden, die in diesem Falle stets die Integrabilitätsbedingung 
erfüllt. Hierin sind P(x,y,2) und Q(x,y,z) die Werte, die 
sich durch Auflösung des Gleichungssystemes (7) nach p 
und q für diese Gröfsen respektive ergeben. Die Grölse 
u(&, y,2) = const. ist aber dann eo ipso eine Lösung der 
linearen partiellen Differentialgleichung Xf=0. Die noch 
fehlende Lösung v findet man schliefslich nach bekannten 
Regeln durch Integration einer weiteren gewöhnlichen Dif- 
ferentialgleichung erster Ordnung, die wir erhalten, indem 
wir etwa x, y, u an Stelle von x,y,2 als neue Variabele in 
Xf=0 einführen. 

Wir sehen also, dafs wir auf jeden Fall die Integration 
der linearen partiellen Differentialgleichung Xf = 0 vermöge 
einer bekannten Kurvenintegralinvariante erster Ordnung der 
Transformation Xf zurückgeführt haben auf zwei aufeinander- 
folgende Integrationen zweier gewöhnlicher Differentialgler- 
chungen erster Ordnung. | 

Dieser Fall vereinfacht sich jedoch noch bedeutend, wenn 
die Gleichung ®== 0 in der Weise von Xf invariant gelassen 
wird, dafs unser Faktor o in Gleichung (8) die Form hat 


NENNE etw tn: 
wenn also die Beziehung gilt 
(9) X) + E&Et+EP tm tnD)P—0. 


Diese Relation besagt nämlich nach Lies Untersuchungen an 
letztgenannter Stelle, dafs auch das Flächenintegral 


S 9, y, 2,P, q) dady 


bei unserer Transformation Xf invarlant bleibt. 
Dafs dieser Fall vorkommen kann, lehrt uns z. B. ein 
Blick auf die im zweiten Beispiel des ersten Abschnittes 


RE 


untersuchte Gruppe der Euklidischen Bewegungen. Hier 
fanden wir ein invariantes Kurvenintegral erster Ordnung 
von der Form 


[vi +y?+ 2”? dx. 


ygal+ty’rzi’=0. 
Dieser Gleichung entspricht aber die partielle Differential- 


gleichung 
a 
und die Untersuchung zeigt, dafs auch das Flächenintegral 


Jvi+P+gdady 
bei unserer Gruppe invariant bleibt”). 

In diesem Fall gelten nun ohne weiteres die von Lie in 
der erwähnten Abhandlung aufgestellten Sätze für die Ver- 
wertung invarianter Flächenintegrale erster Ordnung. Wir 
können also die daselbst gefundenen Ergebnisse mit den 
unseren hier zusammenfassen in dem folgenden 

Theorem VIL Kennt man ein Kurvenintegral 


So (&, y, 2,9’, 2’) de, 
das bei der infinitesimalen Transformation Xf in- 
variant bleibt, wobei die Funktion p nicht linear in 
den Grö/sen y’ und z ist, so bleibt auch die Mongesche 
Gleichung 


Es ıst hier also 


b(R, Y,?, %, Yy,; Z) —0 
invarvant, die wir erhalten, wenn wir in der Glei- 
chung 
p(%, y,2,9,2)= 
symbolisch setzen 
‚ dy y - dz 2 
Ya era 
Dann bewahrt ferner auch die in p und q nicht 
lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung 


P(2,94,2,2,)= 
die wir durch Elimination der homogen auftretenden 
Gröfsen «,y',2 aus den drei Gleichungen 


*) Vgl. die letzte Anmerkung auf 8. 15. 


Y,' sr Dy 


» 
Y, Y, 


v=(, ee 


erhalten, ihre Form bei unserer Transformation Xf 
derart, da/s 


| X(®) = 0(%,9,%,P,9)® 
wird. 
Die beiden Gleichungen 


Pays Bn I, iptng—i=0 
können nun jedenfalls nach einer passenden Ver- 
tauschung der Grö/sen &,y, 2 nach p und q aufgelöst 
werden: 
re Pix, Y; 2); Nr (8, Y, 2). 
Bildet man dann die totale Differentialgleichung 
dz — P(x, y, 2) de — O(&,y,2)dy—=d, 
so ist dieselbe integrabel und ihr Integral u(x,y,2) = € 
immer eine Lösung von Xf=0, deren noch fehlende 
Lösung sodann durch eine weitere Integration einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung 
gefunden wird. 
Besteht daneben die Identität 


0%, Y,?,P; q) = (&+8&:P+7y-+N:9); 


so ist auch das Flächenintegral SDaxdy bei unserer 
Transformation Xf invariant. Dann ist, setzen wir 


ER, Tee, WINTER En IE ß» eP+PßQ=p9, 
die Gröfse «+ Py+ y; immer ein Jakobischer Multipli- 
kator der Gleichung Xf=0, und da P und Q im all- 
gemeinen als mehrdeutige Funktionen von %, Y, 2 
gefunden werden, so erhalten wir mehrere solche 
Multiplikatoren, d. h. die Integration von Xf=0 ver- 
langt in diesem Falle nur ausführbare Operationen. 

Hiermit haben wir die von Lie am Schlusse der oben 
erwähnten Betrachtungen gemachten Andeutungen bezüglich 
der Verwertung invarianter Kurvenintegrale ausgeführt. 


Inhalt. 
Seite 


Einleitung ... 3 
I. Allgemeine Theorie der Invarianz. von  Kurvenintegralen bei 
infinitesimalen Transformationen des dreifach ausgedehnten 


Raumes. . . are a 
II. Ableitung der Integralinvarianten aus Differentialinvarianten 
und Frledigung der Theorie für unendliche Gruppen . . . 17 
it: Aufstellung aller Integralinvarianten der endlichen kontinuier- 
lichen Gruppen von Punkttransformationen der Ebene . . . 26 
IV. Neue Betrachtungen, ausgehend von einer Parameterdar- 
stellung der Kurven des Raumes . . . 39 


V. Bestimmung einer Reihe von Differential- und ‚Intepralin- 
varianten der Raumkurven bei der zehngliedrigen Gruppe von 
konformen Transformationen . . . 46 

VI. Allgemeine Verwertung invarianter ’Kurvenintegrale für die 
Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen in drei 
Veränderlichen @,y,2. . . . 59 

VII. Zusammenhang gewisser invarianter Kurvenintegrale erster 
Ordnung mit invarianten partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung und dementsprechende Verwertung derselben 70 


Vita. 


Am 4. Februar 1877 zu Technitz bei Döbeln als Sohn 
des Kaufmanns Carl Heineck geboren, besuchte ich, evangelisch- 
lutherischer Konfession, nachdem meine Eltern nach Dresden 
übergesiedelt waren, daselbst das Bochowsche Lehrinstitut 
und von Ostern 1886 bis Ostern 1895 das Königliche Gym- 
nasium zu Dresden-Neustadt. Darauf studierte ich vier 
Semester an der technischen Hochschule zu Dresden Mathe- 
matik und Naturwissenschaften und bezog dann die Universität 
Leipzig, wo ich bis jetzt meinen Studien oblag. 

Allen meinen verehrten Herren Lehrern schulde ich herz- 
lichen Dank. Die meiste geistige Anregung verdanke ich in 
Dresden den Herren Geheimrat Prof. Dr. Krause und Prof. 
Dr. Helm, in Leipzig aber ganz besonders Herrn Prof. Dr. Lie 
und Herrn Geheimrat Prof. Dr. Wundt. 

Da Herr Prof. Dr. Lie die Universität Leipzig verliels, 
so war es mir leider unmöglich, die vorliegende vollständig 
aus seinen Theorien heraus entstandene Arbeit seiner Begut- 
achtung zu unterstellen. Herrn Prof. Dr. Engel daher auch 
an dieser Stelle für sein liebenswürdiges Entgegenkommen 
meinen aufrichtigsten Dank! 


